﻿-NTROOUCEFtE MAÎEMAÎlCÂ lN STAT CA SOLIDULUI flASTIC Li Viu SOLOMON ELASTICITATE LINIARĂ INTRODUCERE MATEMATICĂ ÎN STATICA SOLIDULUI ELASTIC EDITURA ACADEMIEI REPUBLICII SOCIALISTE ROMÂNIA SUCII UE ȘTI TABLA DE MATERII Pap, Prefață * > , Ю9 r) Corpuri elastice și corpuri hijurelasllcn 111 d) Nfllj istoricii * * 113 j 7 Corpuri hiperdustirr *,, *, r , r * 113 a> Formulele Ful CJrc-en , ,** ** 113 b) Constantele plastice * 114 c) Teoria liniarii Formulele Iul Casliglianu 116 (1) Potențialul elastic al corpurilor izotrope * , * * , , 117 Capitolul 1 SfeC^mi*!1 cismjrfet de at țcenVJ rlaHioitdffi Ifrifare * 120 § 1 Ecuațiile teoriei elasticității ГД0 *f} Ecuațiile e ia tio- static ii liniare * * - 1'20 b) Alic tipuri de corpuri și probleme 123 § 2 Pânde de vedere, Metode de studiu, Probleme fundamentale 126 a) Puncte de vedere asupra studiului sistemului de ecuații ale clasto- Maticii , * , 126 b) Metoda direct fi Probleme fund amenl sile 127 c) Liniaritate* Superpozițla efectelor * 129 ti) Regularitatea soluțiilor 129 e) Metode expurimentale și altele , * 130 ț 3 Criterii de re-hiîență * *, * 131 § 4 Despre teoremele de existența T 134 § 5 Ttorrma de unicitate , * * 136 J 0 Puncte de t^dere simplifivatoare * ** * * ** * 139 a) Metoda srmHnvrrsâ t , * * * * * * * * * * * 139 b) Principiul bd Salnt-Venant * * * * * * * * 140 § 7 ЕеікіЦііе ітіаІІѵмЛе о/г * * * 142 a} Ecuația variaționalâ a lui Rebsner , * * * * * * * * 143 b) Principiul de minimum pentru deplasări 147 cj Principiul de maximum pintm tensiuni MS d) Concluzii , * * , , * 149 § 8 Sjțfcmiî/ ectnițiihn- In drpîaxdri 150 a) Corpuri nromogenc ți anizolropu 150 bj Șist cm u] ecuațiilor lui Lame pentru corpuri omogene și izotrope 151 ți 9 Srjfemuf ecmițiilur in tensiuni pentțu ситригі vinogene și izotrope 152 я Рм § 10 Proprietăți generale ale soluțiilor , 153 a) Reducerea la ecuații ошодепе , 153 b) В iarmoni citatei componentelor stării elastice 155 c) Potențiali І56 & И, Jgcuațille micilor mișcări al? сбгригМиг elastice , 157 § 12 Л’ІпісІига ecuațiilor clasto-sluficli elusto-dinamirii pciilni corpuri omogene ji izotrope ♦ * 159 a) Clasificarea sistemelor de eetiațll Unde 159 b) Ecuațiile lui Lam£ dinamice ți statice 161 c) Indicații bibliografice , 163 Слгітлі иі 5 ProWemu antiptanA 165 f 1, Generalități , 165 $ 2 Forma ji sohcl/area barei cilindrice zorile 167 a) Notații 167 b) Sarcina 167 c) Stări de deformare ale burei » 169 jj 3 Ecuațiile problemei anilplane 172 a) Ecuații șl Ipoteze de lucru 172 b) Descompunerea sistemului de ecuații 173 § 4, Forma ecuațiilor problemei antiplanr tn variabile complexe conjugale 177 a) Ecuațiile problemei 177 b) Comportarea secțiunilor * 18U § 5 Нага cilindrică acționată pe bure de sarcini normate 182 § 6 4na/iza stării elastice a barei aefianafe pe baze de sarcini normale IK4 a) Comportarea secțiunilor 181 b) Sarcină static echivalentă cu o forță unică 185 c) SarclnA static echivalentă cu un cuplu de moment M 185 d) Elemente geometrice esențiale Rigidități la Încovoiere 186 e) încovoiere dreaptă și încovoiere oblică 191 1) Aplicarea principiului lui Satnt-Vensnt 195 5 7 Fura aep’anold pe baze de sarcini normale Exemple ♦ 195 a) Cornicr 195 b) Dreptunghi 196 c) Roiul variației raportului q Ij/lj * 197 d) încovoierea oblică a barei de secțiune dreptunghiulară 198 f 8 Нага acționată pe baza ia = l de sarcini tangențiale 199 a) Ecuațiile In tensiuni 199 b) Ecuațiile fizico-geometricc 202 f 9, Analiza stării elastice a barei aefionafe pc baza xt — l de sarcini /angcn/mle 2u4 я) Comportarea secțiunilor - 204 b) Elemente geometrice esențiali» , 205 J 10, Observații asupra soluției problemei antiplane 209 a) Aplicarea principiului Iui Suint-Vcnant 209 b) Criterii do rezistență 212 о f 13 ^ ѵлтг-;,' г-', тз^' '• ' ' ■-••* -!•-■ ■" -L” ’ ’jf- ■*■•** - Т~Г':~~" ' ; : ’j^s * « » * ~"• • * ■' ^і/'г * > , І L\ 4 - •■r?JC'rtrftfll , , з) j/- ' 7 L і-^іокв йц J~ "ț ~~^Т —у ~~ 313 d) Domenii simetrice ; * 314 c) Elipsă r , 315 І) Dreptunghi , 316 g) Scmtcumaml circula ru Concentrarea tensiunilor ♦ 319 h) Holul tensiunilor de torsiune Iu încovoiere 329 Ș 21 Problema ІтгсйіЮІегіі in consulți a barrlor de sed tunr simplu conexă Ai eluda reprezentării conforme * 334 § 22 Problema (net >vt,> terii In constdâ pentru bare de secțiune simplu contul Exemple ♦ ♦ ♦ 337 a) Discul circular • 337 b) Csrdlolda 338 c) LcmniscuLa lui Beiuoulli ♦ * ♦ - 341 d> Alte metod? ți probleme * , 346 Capitolul G РгоЬ1₽иш p4an4 348 5 L Generalități 348 § 2 Stana de de formație plană {cilindru elastic foarte lung) 34® § 3 Starea de teueittnx plană jcnrralizalii și starea de încovoiere o ptiicii subțiri {Ecuațiile Ini t, Л/опеп) 353 a) Componente plane ți componente do Încovoiere 354 b) Șforluri și inomeiitv - 35" c) Starea dv IcnsiutH- ptanA 363 d) Ștarea de Іпсоѵоіітѵ a plicii subțiri - - 385 e) Teoria clasicii , , * * * , « * - 3S8 § 4 Slitezmif complet de rr'-iuții al elasticității ptane Funcția Ini Atry 371 a) Sistemul de ecuații 37t b) Funcția lui Лігу - * > « 373 S 5 Utilizarea funcției lui Airț; Exemple 374 a) Soluții potinomiale » 374 b) Placa dreptuntfiiiuIar-Л în consola , * » 375 c) Grinda pe două reazlme • - » • » » » 370 d) Problema dreptunghiul ui Metoda separării variabilelor * * » * 383 § 6 Forma ectiațiilar problemei plane in variabile complexe conjugate 385 a) Ecuațiile problemei * * 388 b) Criterii de rezistență - - ■> * * Problema mixt A 419 d) Exemplu 420 r) Concluzii 420 § 12 pormu/ar«i problrme/or fundanirnlolr o/c іггтігі /nronoirm pMdb-r ttibfiri 421 a> Beprrzentarea soluției prin două funcții complexe și o funcție reali 122 b) Varianta clasică : reprezentarea soluției prjn două funcții complexe 424 c) Problema lui Dirichlrt 426 d) problema Iul Neumann 426' r) Concluzii * 428 J 13 Analogia «pffcd în studiul problemei plane {Faluclasticimetnu) 429 a) Birdringcnța accidentală 430 b) Legile lui Nrumanii Izocline ți izocromate 432 e) Cazul domeniilor multiplu conexe 435 § 14 Problema lui Xrumann pentru coroana rirculard Afc/odn smilcr 436 a) Metoda seriilor 436 b) Convergența soluției и * 442 e) Exrmpiu Problema lui Larn6 445 ^15 Problema lui Х’еитйпп pentru discut circular și pentru planul ru un orificiu circular » 446 a) Disc circular 446 b) Metoda lut C laCOb 447 c) Disc circular cu o lisurfi punctuală ccntrulâ Concentrarea h fisiunilor 447 d) Plan cu un orificiu circular 45t § 16 Problema fui Yeumonn, Wlw/o seriilor Exemple 452 a) Disc supus la presiune aniforniÂ pe frontieră 452 b) Discul lui Hertz * , 452 C) Phn cu an orificiu circular solicitat de o presiune uniformă 454 d) Forță concentrat A aplicată in origine 455 e) Moment concentrat aplicat In origine 455 1) Plan cu un orificiu circular liber Concentrarea tensiunilor 456 12 § 17 Problema tui Xeiimunn pentru coroana circulară Metoda inirgratelor de tip Caachg (Metoda tui MiineThonwm) 459 aj Domeniu cu frontieră drculurâ 459 h) Problema coroanei circulare + 401 c) Exemplu Problema lui Ltim* , , T , 403 d) Conduzli 463 § IH, Transformarea relațiilor elasticității plane prin intermediul nrprezentârii conforme , 404 5 19 Problema lui Neumunn Exemple {Metoda reprezentării conforme) 107 a> Cardioida 4 467 b) Coroana eliptică (soluția lui A Kalandia) 4G& c) DUcul diptic * 476 § 30 Reducerea problemelor lut Dirlrtilet ți bieumtinn la ecuația integra-diferențiată a lui Muîhelișpiti 4 4 P 479 д) Domenii reprezint abile conform p« discul unitate 479 b) DomenH nemărginite, supuse la tensiuni ne-nulc ta infinit 481 § 21 Soi uf iu problemelor fundamentale pentru domenii rcprezcntaMie conform pe discul unitate prin Intermediul unor funcții palinomialr , t 182 § 22 Problema tui Neumanu (Metoda rcuațtel Intcgro-dlforenliale cr lut Mushe-Hștiili) Exemple 488 a) Discul circular 488 b) Discul circular sub acțiunea unor sarcini concentrau npl lente pe frontieră 489 e) Planul cu nn orificiu clipi ic (kmccnlrurea tensiunilor 491 j 23 Problema Iui Neamului pentru domenii multiplu conexe Algoritmul alternam generalizat al lui Schcearz-MlMin T 496 a} Algoritmul alternant 496 b) Exemplu 497 c} Asupra Justificării algoritmului alternant 499 J 21 Problema tui Neumaxui pentru domenii multiplu cunrxr Ecuația integrală a lui Șerman 4 4 501 a) Ecuația lui Șcnnun „ 501 b) Asupra metodei de calcul efectiv &06 S 25 metode șl probleme 507 a) Domciiii scmiiufinKc ■ 507 b) l'cuațiilu integru Ev ah- problemelor lui Dirichkl și Nciiiiuinn , 507 0) Problema eunjugării liniare 507 il) Metode operaționale r k 508 е) Observație Htialfi 508 Слі ИОЫ l 7- jUudfnl всіш^ігійг fui J ttmr 509 f t GenernffMfi 509 j 3 Despre studiul ecuației lui Poi&sou 512 a) Formule integrale , 513 b) Potențiali ■fwtonîenl b 516 C) Metode de rezolvare » , , , » * * 519 d) Funcții sferice b ( 520 13 Р*я § 3 Asupra reprezentării soluțiilor ecuațiilor elasticității prin potențiali de tensiune și de deplasare 523 a) Potențiali • , 523 b) Reprezentarea lui Kelvln , , 524 c) Reprezentarea lui Clebsch 524 Ș 4* fteprerentarca tui Grodskii, Alte reprezentări prin potențiali de deplasare Proprie^ tați generale 525 a) Reprezentarea lui Grodskii * 525 b) Reprezentarea iui Trefftz - * 527 c) Proprietăți generale * 529 d) Cazul problemei plane; cazul dinamic 530 § 5 ftclulii de dependență Intre potențialii de deplasare Teorema tui Eubanks șl Sternberg * 531 § 6 Proprietăți de reciprocitate ale operatorului iui Lame , , 537 § 7 Teoremele tui Belii 540 § 8 A/efoda surselor Soi tifla fundamentală a ecuațiilor lut Lami* 541 a) Clmpul deplasărilor singulare ,ț 542 b) Soluția fundamentală 545 c) Utilizarea funcției lui Dlrac 548 3 9, Tensorul lui Kclvin și Somtgliana Aplicații 549 a) Proprietăți de simetrie , 550 b) Supcrpoziția soluțiilor 550 c) Potențiali elastici de volum 550 § 10 Soluția fundamentală a ecuațiilor lui Lame bidimensionale Caracterul paradoxal al acestei soluții 552 a) Soluția fundamentală in , , 552 b) Soluția fundamentală dedusă din soluția fundamentală In 554 Ș 11 Formula integrală fundamentală a elastostaticii 558 a) Reprezentarea prin potențiali elastici 558 b) Aplicații Indicații bibliografice 562 § 12 Matricea lut Green pentru ecuațiile lui l ame 562 a) Matricea lui Green 562 b) Problema lui Dirîchlet 564 c) Problema lui Neumann 565 d) Problema mixtă 566 e) Concluzii 566 Capitolul 8 ProMcwin bufei elastice 567 § 1 Generalități 567 § 2 Operatorii tui Lucie 568 § 3 l^rabtema lui Dlrtc/itel pentru iuta elastică 570 5 4 Problema lui Neumann pentru bula elastică 573 14 Рад £ 5 Condiții necesare de existență a soZu/fef problemei lui Xcumann ♦ 578 a) Condiții de existență 5-g b) Gradul de arbitrar al funcțiilor lui Grodkfiii 583 $ 6 Proăfema firi А'ешплЛп penlru domenii mărginite de o sferă JSxcmple 5B$ a) Bula elastică supusă la presiune normala pe frontieră 583 bj Spațiul elastic cu o cavitate sfericii cu frontiera liberă Concentrarea tensiunilor r , 584 CaFITOLVL 9 Problema «emfopaffutui rfnMfc ’ , , „ 588 § 1 Generalttdfi , 588 §2, Problemului Diriddet pentriisemispațiut elastic 589 § 3, Problema lui Dir idilei pentru semispuțiul elastic Metoda integralelor Fourier 591 § 4 Prod/enîG Zuf Xetrwwi pentru semispațiid elastic (]) 594 a) Sarcină normală repartizată 594 bj Formulele lui llertz 598 c) Aplicații 599 § 5 Prod/rma fuf iVcumnan pentru xemtspafiuf elastic (11) 600 a) Generalizarea formulelor lui Herlz * * 600 b) Sarcină normală concentrată 601 c) Exemplu ♦ * , 602 § 6- Problema lut A’eumnnn pentru srmispapul etațfir (111) , , 603 a) Sarcina tangențială repartizată 603 b) Formulele lui Cerruli • 606 J 7, Semfcpa/ш/ solicitat de o sarcină oarecare pe frontieră 607 a) Forță concentrată oarecare * 607 b) Sarcină repartizată oarecare ‘ 610 £ 8 Problema semispuțiiilui dastic fu frontiera liberă, solicitat de sarcini aplicate în puncte interioare 611 a) Forța concentrată dirijată după normala la frontieră 612 b) Forța concentrată dirijată parale) ia frontieră * 614 Capitolul 10, Problema contactului rfoftfic 618 $ 1 Generalități 618 § 2 ProMemn șlanfei ca problemă mixtă 619 fi) (Condițiile la limită ale problemei 620 b) Ecuația integrală a problemei ștanțej 623 c) Indicații asupra potențialilor generalizați 625 £ 3 /^dcnfiniuf dfscufui eliptic înfr^un pimtf inferior- Teorema Iui Gal in fi Șfaerman 62S § 4 Problema ștanțel cu bază plana eliptică, acționată central 631 a) Soluția problemei 631 b) Despre repartiția presiunilor sub jtanță 633 15 Рм § 5, РгоЫета țlan/ei ригаЬоІлнМе creponate central * * 634 я) Potențialul discului eliptic 634 h) Ecuațiile problemei * , 638 c) Comportarea mărimilor k( ut b ti, , 640 5 G, Studiul ecuației transcendente a lui Hertz 641 a) Monotonia funcției f(k) * * 64 L b) Rezolvarea ecuației lui Hertz prin tabulare 643 } 7, Studiul aproximativ ul ecuației Iul Hertz C*iuecin|e 644 a) Soluția aproximativă algebrici a ecuației tui Hertz 644 b) Rolul excentricității * 646 e) Formule aproximative 649 $ 8, Rigidități geometrice la penetrație 650 a) Cazul domeniului di- contact eliptic , 650 b) Formule aproximative 653 4 9 Șlunfe cu bază platul nrelipfini 654 и) Singularitățile presiunii sub țtanța cu bază plana mărginită convexă ne-cliplică (teorema lui l Zamfircscu) 655 b) Alte rezultate 659 5 10 O so|uji> tjproxfmubcti pentru anumite științe cu bani plural mărginite еолі/ѵл neeliptică 660 a) Presiunea sub ștanlă p funcția lui l’randtl 660 b) Căzui triunghiului echilateral 061 c) Cazul pătratului 662 d) Rigiditatea geometrică la penetrație • • 664 $ 11 Hespre tensiunile ki srmMpafiu sub ștanță pentru un domeniu de contact eliptic 665 n) Ștsnța cu bază plană eliptică 666 b) Stanța paraboloidul! 666 5 12 Reducerea problemei contactului la problema ștanței paraboloidale , 668 a) Corpuri In contact 668 b) Schimbarea de coordonate • , 670 c) Cazuri particulare 673 § 13 Problema contactului elastic fard frecare 676 a) Condiția la limită Ecuația Integrată a problemei 676 b) Știmța echivalentă ți semhpațlul echivalent 677 c) Exemplu : contactul dintre roată ți țfal 679 d} Exemplu : buia elastică pe un semispațiu rigid 681 ț 14 Despre alle metode y| probleme 682 AnbxÂ 684 § 1 Func|lî de o variabilă 6M a} Clase de funcții 61,, b) Integrale 5 2 Di stribu|ii de o variabilă S68 16 Гаи § 3 Лотпслч'і firnefii de рпле/ гп pfon k , , 892 a) Mulțimi ik- puncte Domenii iu ^4 - , 692 bj Curbc-fiontiiTă Domenii simplu conexe și multiplu conexe 691 cj Elemente geometrice fundamentale 697 d) Funcții i mrromorfe 770 § 11 fkspre txiloriie trt Umilit u/c funefit/or atomorfr 771 a) Integrala dc lip Cauchy 771 6} Valori principale Formulele lui Solioțki-Pleim lj 776 c) Valori ia limită ale funcțiilor olomorfo 777 d) Teorema lui Harnaek 779 e) Cazul discului unitate 781 BlPLlOGilAFlE 785 PR E FAȚĂ Apărută la începutul secolului trecut, teoria plasticității a atras repede asupriri atenția a numeroase personalități de prim rang ale științei ,în urmă cu 100 sau 50 de ani, tratele ca cele ale Iul Lame, Clebsch și Saint- sau Love puteau cuprinde încă ansamblul cunoști ațelor de teorie a clasicității Dar în ultimele decenii mecanica solidului defor inabil a cunoscut o nouă perioadă de intensă dezvoltare în aceste condiții, încercarea de a realiza o carte care să cuprindă, măcar în linii mari, rezultatele și metodele teoriei elasticității în faza sa actuală pare dinainte sortită la eșec în volumul de fată am căutat de aceea numai să selecționăm ceea ce ? fundamental pentru înțelegerea cercului de idei și posibilități ale teoriei elasticității în această alegere am căutat să reținem numai ceea ce e strict necesar pentru orientarea independentă în vasta literatură de specialitate în anul 1862, A Clebsch seria In prefața cărții sale Thfcoriu der Elas-t i zi Hit f aa te г 1 П) rpc1 г и rmăt f>(ire le: ,, în в tu di и l ș iii n ței i I 'e cai -e n e oc up ă m, d ti că ( i n t • m s ea та de in te-} ’c- su l fi e ie t f» oaș te ■ rea teorii lo r m atem al ice relative la ea nu e nici absolut necesară, nici deosebit de utilă Voi da astfel ca exemplu fie și teoria ecuațiilor cu d cri rate parțiale, care nu poate fi eu ușurință utilizată în aplicații'' Și Clebsch nu era Inginer, ci matern aii cian ! Dimpotrivă, examinarta stării de lucru aciuate ne arată că cercetarea contemporană în teoria elasticității este încă ades frînatd chiar de redusa eficacitate a aparatului matematic de care ea trebuie să facă uz Tocmai eforturile pentru ameliorarea acestui aparat fac ca teoria elaslieității, cu iot trecutul ei mai mult drtii secular, fie azi în continuă și ad/s furtunoasă dezvoltare Teoria elasticității poate fi privită ea studiu al unor probleme la limită pentru un anumit sistem de ecuații eu derivate parțiale Partea pur „fizică^ a teoriei poate fi redusă la stabilirea relațiilor de bază, la alegerea acelor mărimi și raporturi între ele cure trebuie să caracterizeze noțiunea de „corp fla slic^, în definitiv s-ar putea construi o expunere a ei In slUtd „Mecanicii Anfd il/ce", despre care Lutjrangc declara cu- satisfacție că nu conține nici o singură figură Dar teoria elasteciiălii ни- e o teorii matematică, ci o ramură a mecanicii Iar mecanica însăși este una dintre științele fundamentale ale naturii, al cărei studiu nu coincide cu studiul matematic al ecuațiilor sale Mecanica — și în particular teoria elasticității — nu are o structură uj tematică și expunerea ei »u conslc din î nlănțuirea unui șir de teoreme Su orice corpuri geometrice și nu orice condiții la limită sînt interesante în studiul sistemului de ecuații pomrnit mai sus Aceasta ferește teoria de abstractizări inutile ^ face să se simtă mai mult grija pentru rezultatele, utile practicii } duce la adoptarea metodelor matematice nu după gradul lor de extremă generalitate, ci adesea după simplitate și eficacitate іа PREFAȚĂ Aparatul matematic folosii în, această carie se limitează în mare la capitole clasice ale teoriei ecuațiilor fizicii matematice și ale teoriei funcțiilor de o variabilă complexă Am căutat să ușurăm munca cititorului printr-o expunere detaliată a raționamentelor, precum si prin citarea amănunțită a surselor La dispoziția cititorului calificat sînt puse indicații asupra lucrărilor care dezvoltă puncte de vedere mai noi sau mai generale, ce depășesc limitele expunerii de față у limite cu grijă subliniate de fiecare dală T/inlre tratatele clasice indicăm aici lucrările lui G Lame [I)T A Clebsch și B de Saint-Venant ' /]și A, Love Fiecare dintre ele a făcut epocă, iar cea din urmă prezintă încă interes și în prezent Starea de lucruri de pînă la 1900 — 1910 este analizată în articolele de sinteză ale lui Th von Kârmân , ; (L Miiller și A, Timpe Г-?]; V Ѵіяагіоя T ) jfn jfmSy nu uem considera studiul metodelor' aproximative, a căror prezentare corectă pretinde un aparat de analiză funtfională relativ dezvoltat (vezi, de exemplu^ S M'Min — ) Лсі’-х^в sînt limitele pe care o carte de eîa^toskîHcd da sicd irebuie «a le гевреей și pe care vrem să le subliniem dbiainte Cu toate acestea, aria acoperită de expunerea de față rămîne- suficient de largă pentru a cuprinde nenumărate aplicații practice în particular, cartea este scrisă și în speranța că ea ar putea fi utilă și inginerilor preocupați de probleme apropiate teoriei elasticității și convinși de însăși tehnica modernă că metodele clasice ale rezistenței materialelor sini deja în multe direcții depășite І/ rițumim aici tuturor acelora care au avut bunăvoin ța de a cili lucrarea în manuscris și de а нс comunica observațiile lor Mulțumim colegilor noștri E Nicolau (care a efectuat măsurătorile cerute de nnele ел ешріе dm j? 5Л6 ș? a pregătit bună parte din § 6J3) 0 1 Zamfîrescu (care a efect nat calculele necesare pentru tabelele din § 10 6, § 10 10 și pentru trasarea curbelor din § A6* și $ A 7) 20 PREFAȚA Doresv să exprim profunda meu recunoștință față de ioți eei care m-au îndrumat în studiul mecanicii; față de acad prof Caius hwob (de la lUniversitatea din București) șiproft Paul Germain (de la Universitatea din Paris)t fără sfatul și încurajarea cărora această lucrare n-ar fi văzut lumina tiparului; și față de soția mea pentru sprijinul moral de neprețuit din anii în care actas/a carte a fost scrisă și îw anii în care, apoiT și-a așteptat apariția AUTORUL tNSTKUCȚlUNi PENTRU LECTURĂ Capitolele s/л/ numerotate de la J la 70; Introducerea are nr 0 (zero); anexa este indicată cu litera Numerotarea paragrafelor іпмре c/r Za J In interiorul fiecărui capital; tea a formulelor începe de la J ta interiortii fiecărui paragraf In interiorul unui paragraf dat nu se repeta numărul paragrafului; In interiorul uruit capitol nu se repetă numărul capitolului Astfel, de pildă, §13 înseamnă g 3 ai cap 7 (fn referirile bibliografice, aceeași convenție), Dar tn interiorul cap 7, el pa fî citai numai ca ,ș & fW/nulu (7Л 2Р) c*fe formula 19 din $ 3 din rup T; dar ea pa fi citată ca formula (19) In interiorul § 7 3 și ca formula (3 19) tu interiorul cap T, Numărul paragrafelor e imprimat pr prima linte a fiecărei pagini Numerotarea figurilor rsfe sinutani: figura І 16Л este figura 8 din f 15 din capitolul 5 Indicațiile bibliografice sini date peste toi In ordine alfabetică, ciccptiad cazurile tn care, dorim sd subliniem prioritatea unui autor {în dată sau în importanța lucrării) Numele, rusești sini transcrise fonetic: fn bibliografie ete apar In transcriere internațională așadar uneori sub o formă ușor diferită Explicarea simbolurilor e ttati pe parcurs, hi figuri se folosesc aceleași aintboluri^ cn excepția rectorilor, cure apar preuâzuți cu săgeți Aspectul — uneori ciudat — al unor formale c dictat de rațiuni de ordin tipografic i dorința dr T, U> X/ tipurile cu caractere oblice se mi negre, acolu unde eu radere oblice negre ar fi fost de preferat INTRODUCERE § 1 GENERALITĂȚI Practica stă la originile teoriei elasticității То рот aș ele epocii paleolitice, coloanele palatului din Cnossos, podul din Gard — toate sînt semnul utilizării proprietăților corpului solid capabil sa suporte și să transmită anumite sarcini, totodată, legende ca cea a turnului Babei sau a Mină știrii Aigeșului ne furnizează, sub o formă fantastică, informații despre mari catastrofe in domeniul construcțiilor, semn al insuficientei cunoașteri a proprietăților corpului solid, Studiul proprietăților materiei a dus de la acumularea de fapte la elaborarea unor puncte de vedere științifice, care tindeau la explicarea fenomenelor, la prevederea și producerea lor în condiții dorite, Una din primele discipline științifice formate a fost wcanica în cele peste două milenii scurse de la originile oi, mecanica s-a dezvoltat considerabil Mecanica punct ului material, mecanica sistemelor de puncte, mecanica solidului rigid, mecanica mediilor continui deformabile — iată principalele sale subdiviziuni Teoria elasticității este una din cele mai importante ramuri ale mecanicii mediilor continui deformabile* în domeniul ei intră studiul tuturor corpurilor solide ce ne înconjoară, din punctul de vedere al echilibrului st al mișcării lor (abstracție făt ind de o componentă de primă aproximație, corespunzătoare descrierii lor ca solide rigide) Orice știință a naturii începe prin delimitarea obiectului său, ceea ce echivalează eu stabilirea unui model al materiei Pentru înțelegerea fenomenelor, e necesara o operă de abstractizare : ea are ca țintă eliminarea a tot ce — din punctul de vedere лі științei respective — e secundar* șî formularea precisă, cantitativa, a ceea ce este esențial Rezultatul constă în elaborarea unui model al materiei* model istoricește format și aflîndu-se în permanentă schimbare și precizare pentru orice disciplină științifică în dezvoltare Vom începe prin definirea modelului согрійгіі elastic Aerat model odată stabilit, studiul se va concentra asupra consecințelor legice ale modelului Certitudinea corectitudinii modelului, precum si aprecierea Limitelor sale de valabilitate, se pot obține pe două căi, Astfel, se poale stabili im model al corpului elastic pe cale deductivă, pornind de la datele furnizate de fizică asupra structurii corpurilor solide Pe de altă parte, se pot stabili pe cale inductivă proprietățile prin rare înțelegem să caracterizăm corpul elastic, lăsînd practicii verificarea justeței concluziilor la care ele ne conduc* Această din urmă cale s-a dovedit mai simplă și mai utilă pentru teoria elasticității 22 INTRODUCKHE §2 EXPERIENȚELE DE ÎNTINDERE-COMPRESIUNE a) Descrierea experienței Sub acțiunea forțelor exterioare aplicate unui corp, in el apar forțe interioare, al căror efect este modificarea formei sale Trebuie să considerăm deci aspecte de geometrie șLaspecte de staltcd ale problemei Ele nu depind explicit de proprietățile materialului din oare e alcătuit corpul: studiul acestora din urmă constituie aspectul fizic al chestiunii* O înțelegere sugestivă a comportării unui corp sub acțiunea sarcinii se obține prin efectuarea unor experiențe simple (vezi de ex, A* Nadai , cap 3, 8 șî 21) Să considerăm în acest scop un cilindru (de oțel, fontă, lemn eteȚ de lungime l mare față de dimensiunile secțiunii sale transversale a ■ M r-F -ă J -4 1 - i Fig, 0 2Л cărei arie o vom nota eu D, Acest cilindru supus la întindere, Iu compresiune, la torsiune etc , intr-o mașină de încercări, se numește eprwcetă, Să fixam una din bazele sale și să încărcăm cealaltă bază cu un sistem de forțe- static echivalent cu o forță unică T(0 funcție de timp, aplicată in centrul de greutate al bazei și dirijată în lungul axei cilindrului Dacă A crește do la 0 la valoarea на finală suficient de încet pentru ca forțele inerțiale să fie neglijabile, procesul se numește peeiido-static Dacă, mai mult, fiecare din stările intermediare poate fi privită ca o stare de echilibru și procesul poate fi descompus intr-o succesiune de astfel de stări, arbitrar de apropiate unele de altele, el se numește cra^istatic (Vezi mai jos pag 26 ) Sub acțiunea sarcinii, in epruvotă apar forțe interioare care li modifică forma : ea se alungește sau se scurtează (după semnul Ini JT), iar secțiunea на transversală se micșorează sau se mărește Vom spune că epru-veta se deformează Toți paramet iii considerați du pa deformație se vor nota cu un asterisc Pentru a examina legătura dintre forțele ce iau naștere în epruvetă și modificarea formei sale, să ne fixam atenția asupra sarcinii unitare (forța A raportată la aria D) și a alungi rii relative a cilindrului* Alungirea relativă este o mărime nnbdimensîonală; ea se numește (provizoriu) de/ormafu și se notează (1) EXPERIENȚE UE ÎNTINDERE-COMPRESIUNE 23 Sarcina imitară se măsoară în kgf/cm2 șt se numește (provizoriu) tensiune Mai exact, se consideră tensiunea convențională (pe scurt tensiune) a = Xft), (2) рЙбетЖ și tensiunea reală 0 avem D* fracțiune a deformațici elasto-plastice posibile, In schimb sarcinile in limita cărora corpurile rămm în zona elastică sînt de obicei foarte mari, O teorie bazată pe ipoteza e acoperă astfel un vast cîmp de aplicații Pe de uită, parte, studiul zonei plastice permite utilizarea unor mari rezerve de rezistență (importante mai ales daca problemele de rigiditate trec pe al doilea plan) și deschide posibilitatea de a descrie procese în care însuși scopul e&te obținerea de modificări de configurație definitive Desigur Li fiecare etapa dat j de dezvoltare и metodelor matematice și experimentele* orice complicare и aspectului fizic al unei probleme obligi la simplificări compensat oare ale aspectelor geometrice și statice ; teoria plasticității Înlocuiește ipoteza e prin alte presupuneri, uneori іплі complicate, asupra mccauisnnihii intern al fenomenului, жа? să existe și să fie unic determinată (oricare ar fi drumul interior pe care x —> a?0) în acest caz, se ia prin definiție /(^o) — pentru хер, fii se spune ca J (xf) este valoarea La limită a lui / (ж) în ж0 Dacă/(ж) e definita atît în ЗГ 1 \ cît și în X vom scrie (в) pentru pentru (7) dacă o astfel de distincție e necesară (Dacă e cașul, indicii 4-, — trebuie înlocuiți cu f, в ) Alai departe, vom nota = Km Д (Ж), ГМ) = lim /-(«) гг-каде £? (8) în punctele in care aceste limite (fiecare din ele unică, dar nu пеарата egale intre ele!) există, Dacă astfel de limite există pentru orice se spune că ) e piei ung îb il ă pe porțiunea SP* a frontierei (eventual pe întreaga frontieră, dacă &" = Sf) dinspre respectiv dinspre Uneori» funcția/(a?0) poate fi definită pentru тие print-т-un algoritm diferit de ccl din (7), (8) Dar prin valoare la limită înțelegem întotdeauna valoarea obținutăi prin prelungirea prin continuitate (vezi șî §§ 7 2 36 STAREA DE DEPLASARE; Șl DE DEFaRMAȚlE Cap* 3 c) Medii continue Renunț ted la modelul atomistic al materiei, vom presupune că aceasta c distribuita continuu in X, ceea ce rev trie la a spune ca orice punct geometric din X este un punct material Să consideram un punct жсХ și un domeniu X'CX, astfel incit xeX\ Notînd volumul Iui X' cu mes(Xf), diametrul său (vezi (АЛЛ)) cu d(X')j și cantitatea de materie (masa) conținută în X' eu m(X')} definim densitatea Iu ,t prin relația m f Xz) p(ac) = lim- — , pentruas^XS d(x')-*■ Vom face sistematic uz de punctul de vedere asociat numelui lui La-grange, raportînd deci elementele materiale la coordonatele inițiale (ale corpului nedeformat) b) Vectorul deplasare Fie date două puncte ® și țț ™ j? + j, și fie cunoscuta legea care stabilește corespondența dintre punctele domeniilor și F*: й?* — * — Л, 2, 3- (O Dacă deplasările particulelor sînt mici (vom da mai ti mu precizări în acest sens), relațiile (1) se mai pot scrie sub forma + w({t), i — 1, 2, 3, (2) ЗЕ STAREA DE DEPLASARE Șl DE DEFORMAȚ1E Cap 1 uncie au valori mici, sau încă я* = x + и(л*)4 (3) (în loc de ap* de la noi, se întîlnește frecvent notația o, ar) Vectorul u (de componente wlf «ar u3 sau încă ir, c, w) se nuineșle vectorul deplasare Dimensiunea за este cea a unei lungimi: [w] L Deplasările se măsoară In centimetri (uneori rn milimetri) Proprietățile funcțiilor £ și wf depind de felul în care presupunem că se realizează trecerea de la У la Dacă ea se produce fără apariție de fisuri sau goluri, rezulta că funcțiile/ trebuie să fie continue Dacă această trecere e reversibilă (ipoteza elasticității ideale), transfoiinarea (1) trebuie sa posede o inversă, de asemenea continuă Prin urmare, trecerea de la starea № la starea K* se realizează printr-o transformare biunivocă și bicontinuă Variația de volum e caracterizată de j&cobianul transformării (1; Pentru o& o porțiune de volum nenuî din s& treacă intr-o porțiune de volum nemil în X* și reciproc, e necesar și suficient са/ a Cl(^) și jacobi-ainil transformării (t) să fie mărginit și nenul Tran sfor murea (1) trebuie să fie deci o transformare regulată (vezi de ex №• Nieolescu et ab , § 8 7, pct 3) c) Transformarea componentelor rectorilor Conform notațiilor de mai sus punctele а?, у trec in r x-ț-u (a ), respectiv »/* — // 4- u(^), iar vectorul ș ce le unește devine f* = f 4-Evident, avem g u(y} = м(®) -|- ?*, și deci C = & 4- яДт 4- ?) — Ф), (1) sau încă SEf = w,(x + g) -u(ae) (“0 Fig, 1 2 1, Dacă ur e C2(X), atunci se poate scrie formula lui Taylor cu doi termeni și rest și deci (fî) devine = 2,3, (G) unde derivatele slut calculate în ar (Restul tinde la zero odată cn X; și deci (6) poate fi privită ca formulă craetă într u vet inâtah suficient doiniră a punctului -rj Componentele elementului liniar DEFORMAT IA O MO G ETJ A 3» unde 8O sînt componentele tensorului lui Kronecker 3^ = 1 pentru i = jf (6) introducem pe cea dinții în cea de a doua și obținem ^'л* — + aĂtf + Pa-j + (?) Acest grup nu este deci comutativ Dacă însă parametrii aiO pi3-, sînt suficient de mici pentru ca produse de astfel de cantități să fie neglijabile față de termenii liniari, atunci (7) sc reduce la = (’V ? '' ■ "P Я- “I” (^) Astfel de transformări se mi mese transformări afine infinitezimale; ele formează, im grup comutativ, iar constantele ce caracterizează transfor-marea-piodus (8) se obțin prin adunarea constantelor corespunzătoare transformărilor-factori (6) Procesul caracterizat de o astfel de transformare se numește de/orm-afze omogen# cuvîntul „infinitezi- mal” va fi peste tot înțeles numai în acest sens Aplicarea succesivă a dona, sau mai multe astfel de deformați! duce la același rezultat, independent de ordinea în care ele se produc; aceasta constituie рппеірш/ swperpoziției deformațiilor, (Vezi mai jos § 4,2, pag 129, pentru chestiunea mai generală a efectelor ) § 4 DEFORMAȚIA PURĂ INFINITEZIMALĂ Șl DEPLASAREA RIGIDĂ INFINITEZIMALĂ a) Deplasarea rigidă Din relațiile (2 6) și (3 3) rezultă imediat formula ^= сцЛ (1) Variația Sg poate fi privită ca alcătuită din două părți: una datorată unei deplasări rigide a vecinătății lui x în ansamblu, și una datorată variației distanțelor reciproce dintre punctele din aceasta vecinătate Avem evident Г = f + [ )x așadar la o deplasare rigidă infiniteșirnală a domeniului în ansamblul său, aceeași în orice punct, îutrucît ст, p sînt vectori constanți bj Variația distanțelor Să presupunem acum că transformarea (3,5) e definită de o matrice de componente infinitezimale oarecare Sa descompunem această matrice in suma componentei sale simetrice cu cea antisimetrică : £U SJ ?=-"(«« + ««)> (â) “u = — « 2) Pentru ceea ce am notat aci cu pif se folosesc frecvent notațiile -p(j ceea ce conduce Ia apariția semnului 4- in formule ca (7)± (8), (5 7), (5 13 1) etc Preferam notațiile alese» datâ fiind semnificația acestor mărimi așa cum au fost ele introduse în (5); vezi ți mai departe 42 STAREA DE DEPLASARE ȘI DE DEFORMANTE Cap l astfel incit + W* (11) întrucU deformația este infinitezimală, putem face uz de principiul superpozifiei și afirma că matricea 0, Eie date acum doua elemente liniare ? Ș|m, ț> =■- ] 1l de componente 5 , respectiv -rir Ținînd scama de (12) și (19), obținem pentru cosinusul unghiului format de ele după deformație : еов (Г= tS,J + *" + (S,h + e Рйгй (1), întrudt indicele t opere In ambii membri din (21) 44 STAREA DE DEPLASARE ȘI DE DEFORMAȚIE Ca& 1 БІ considerăm ac un i un al doilea element ț, paraM cu axa 0^ întrucit avem (§, jj) = -1 -tlj vom nota (£*й ț*) — к qjfJ} unde este modificarea, în итща dejormațieî, a unghiului drept dintre axele Ox, șiOfy, Suma din (20) se reduce la un singur termen și obținem intrucU este o cantitate mică i cos ț?41, $*)■= sin - 2sîr (23) Componentele ne-diagonale ef, ale matricii deformatei silit deci egale cu jumătatea modificărilor unghiurilor drepte dintre axele inițiale Aceste componente poartă numele de defor mâții unghiulare sau forfecări sau încă alunecări Pentru a j n>it il'icri această и l li mă du nițțhi re, să considerăm de pildă veri uni ^(Ș1T 0, £)), șl зр(О, т]д^ 0), și să presupunem că singura componentă nemilâ a dcforinației este Eia Abstras-tie tăctnd de o declasare rigidă, oEdincm din (12) veci orii ț* (^s Ol șl 7^„ 0) Avem evident si^I? Ь I ț* — țl = Eia7]a = eiâl Z? 1* su = tg T eU = Й Pieii nrnure rotind parahdu gramul In jurul iui O de un unghi ?*O? așa fel îneît latura să cadă pe OȘ, atunci, abstracție făcind de mărimi de ordinul al doilea^ punctele^*, £*, cf* trec respectiv iei £r? Dcfornihrea dreptunghiului poate ji abținută dacă fixăm hazs și facem xă uhiner e paralelele la OȘ cu cantități ртсрогОоиак cu depărtarea lor la C)Ș Același rezult al so abține prin ra ba Le rea paralelogramului O£*ț*£* pe ока Oip: cete două poziții diferii intre ele numai pribtr-a deplasare rigida Orice stare de deformație infinifesimală poate fi deci pi ivită ca» rezultat al suprapunerii a trei alunyiri după axele de coordonate șl a trei defor-тпаііі unghiulare ale unghiurilor inițial toepte între aceste axe (за-u a trei alunecări ale s tratei or de material paralele cu planele de coordonate) ■și deci I-ig 1 4 1 §5 TEORIA GENERALĂ A DEFORMATIEI INFiNITEZIMALE ECUAȚIILE GEOMETRICE Să Tcvpnim acum la cazul unei legi oarecare de transîonnarc ■ unde w eCa (X) Notind (3) (vezi pag 40), căpătăm din (4 9) — (4 11}: «a =V + (4) J3 4;^Ț (5> «M = e Pentru vectorul de rotație avem din (5) și (4 14) : astfel că relația (1 7) (valabilă acum numai pentru componentele rotației rigidei) devine Sg = — rot u x g (8) 2 In ce privește deformația pură, componentele ei slnt date de (4) Aceste relații In număr deșase, alcătuiesc sistemul de ecuații geometrice Acesta e un sistem de ecuații cu derivate parțiala, liniar, cu coeficienți constanți, de primul ordin în raport eu componentele deplasării și in care componentele defurniației intervin numai sub formă întreagă O problemă în care parametrii geometriei sînt legați prin relațiile (4) se zice a fi cu liniaritate geometrică ВвІуЦіІі* (4) pul ii scrise pe scurt sub forma sîmbujied E ™ def u , (0) Itițckgînd prin aceasta ей matricea de coinpnneuie esțe niatrin'^-rlcfurrriațfe corespunzi-toate unei deplasări t E ПЕРЕДSARE Șl DE DEFORMAȚIE Cup 1 Dacă înțelegem derivatele parțiale ce apar in ț2) (Й) ca fiind calculate intr-un punct dat, reeădein peste teoria deformației omogene, valabile înlr-c vecinătate a acelui punct Coeficienții eqt &> , sini deci de punct Toaletele spuse despre detormația omogenă'rămîn valabile, nu însă în întreg domeniul ЗГ, fi numai pentru fiecare vecinătate^ & uf iei ent d e ■ w i eă^ a fie că r ui ]> un ct al acest и г а Dacă ne am da parametrii e?j și ca funcții arbitrare de punct, exista riscul ca aceste vecinătăți să nu poată fi ^reHpite” după deformare în așa fel incit să asigure continuitatea materiei din У (Vezi §9 ) Dacă insă £g, tu , eînt definite de (1}, (5), atunci transformarea lui 3^ în 7Z* respectă conți rinita tea Vectorul £ din raționamentele de pînă aci trebuie să fie infinite#!-mal Relațiile (2) dau noile sale componente; relațiile (l) dau componentele deformației, în fine, din (4Л8) și (4 20) obținem alungirea relativă și deformați a unghiulară- totul numai pentru elemente liniare infinitezimale Axele de coordonate nu mai trec după deformație în trei axe rectilinii Intr-adevăr, consider! nd de pildă o paralelă la fh\ : — jfi ,ra = іГ?5 (12) rezultă că punctele situate pe această dreaptă trec pe curba de ecuații «• = î mal jos $ Z 3P pag 68 § 6 TENSORUL DEPORMAȚEE Prezintă importanță evidentă posibilitatea dea determina componentele deformație! in axe oarecare, dacă ele sînt cunoscute intr-un sistem de axe dat Ne vom limita la cazul unor axe (carteziene ortogonale, obținute printr-o rotație din cele inițiale (O translație nu modifică componentele vectorilor ) TENSORUL DKFORMAȚ1E 47 Fie deci că poziția sistemului față de sistemul 0xlxix3 e dată de cei 9 cosinuși directori p|V = eos(^, (1) eau, mai explicit, de matricea (evident nesi metrică) ’a f 4 «Li ди f ліг Ли r n*l ли - Mărimile Hînt legate prin relațiile de normare și ortogonalitate : »«»« = »'Л = 8! ' G J> k ~ !» 2» 8- (2) Dacă vectorul ? are componentele Et în sistemul inițial Оті#йа?а si componentele Ș'rin sistemul (>,/■; Z 4, prin proiecție pe axele noi deducem ușor 51 — cos (Xt adică- = нц5и (3) Ținînd seama de (2), deducem și relațiile inverse - 5, = nrt«- ф întraci t primul membru al relației (4 13) care definește componentele зг csie evident independent de alegerea axelor, deducem « (5) undo am notat eu s'j componentele aceleiași deforma(iît în noile axe Inlrodiiclnd acum (I ) hi (5)s obținem pe rînd de muie urmează 0-0) de unde = 4a = 0t (12) 7) Pentru orițțc matrice palrată eu componente reale o^ (fj ■: 1, ecuația Det - o ад - 0 are n rădăcini, eventual complexe Rădăcinile Mut cantitățile a1T pentru care >is- trmul di- ecuații liniare omogene - 4 0 — sin^ cos Din (6 6) deducem și — П?Л ^JL-și deci, finind Ёёа-ina de valorile n'^ și de (1S) : En Eu , £1S — EJ3 — 0, -23 COsl> sinl> -I- sinaț>, УІП^Й- — 2 Efcfr COS ЙІП &■ + Ean COS2 &, ^3 “ —■ 2 + eisCOS astfel Incît componentele răinîn nemodifieate ('HADHICELE ІЗЕПЛІМЛТПЯ Să ah дат unicul parametru de care mai dispunem, unghiul Я, iu ала fel inrii e^ să aibă caracter staționar* Лnuli ud derivata Iniei din (17) in raport eu obținem pentru & valoarea a = J- arc tg [2 л^/(е^ — 52 STAREA DE DEPLASARE ȘT DE DEFORMAȚlE Cap î Să reluam relația (4 ІЗ) și să definim cuadricelc unde e este o constantă arbitrară, dar fixă Aceasta permite să transcriem relația (-1 17) sub turma ®) + iovnls (*> care e invariantă kv o schimbare de axe ortogonale! intrucii atît lungimea Șp, cît și forma patratica c sînt invarianțt Să considerăm acum un vector de direcție Ș și de origină 0 ; pentru simplitate, îl vom nota t ot cu Ș Să rotim pe ? în jurul lui a?, eți să calculăm valorile еы corespunzătoare, desigur independente do |£| Pentru fiecare astfel de poziție, să alegem acum lungimea lg( în așa fel Incit ИГ-(3) Locul geometric al extremităților vectorilor de origine Л și do lungime (3) este, în virtutea relațiilor (1), (2), suprafața s (i+4'£“),e|,“eUt’ți’5»,=±^’ w așadar ansamblul a doua cuadrioe cu centru : euadricele deformației Dublul semn arată că avem do a face cu un elipsoid (real) sau cu doi hiperboloid conjugați, (’uadrice)e (І) odată construite, aluiigirea еж corespunzătoare unei direcții oarecare ce trece prin ar, se găsește determini ud punctul in care £ înțeapă cuadricn Calcul înd lungimea jȘ|s deducem din (4) valoarea (1 \ 1 ■ — ел , și deci și pe cea a alungirii ee, cu semnul său Aceasta este imaginea geometrică a rezultatelor din paragrafele anterioare* înkucît deformați sînt infinitezimale, relațiile* cc-șî au originea în (LI 7) pot fi simplificate priu neglijarea termenului în s; Obținem astfel în loc de (2): s, = (5) Pentru a determina axele principale ale cuadi irii (i), sîut ein conduși la a rezolva o ecuație care coincide cu (7 6) (vezi G 0, lungimea semiaxei corespunzătoare din (6) crește la infinit în cazul (7), au V Novojilov |Tj, |3] Acvsie noțiuni Joaeâ un rol демЦіц! In Irftria neliniarfl a cla^UeilAții ți In 1 curia plus-licJtâții §9, ECUAȚIILE DE COMPATIBILITATE Pentru a cunoaște starea corpului deformat, trebuie să dispunem de componentele deformaț-tei ale rotaț iei rigide locale—așadar de cele nouă cantități n , Intrucît mărimile eIJt ы(, dau numai informații eu caracter local, trebuie sa cunoaștem chiar componentele ale deplasării Pentru ca raporturile dintre deplasări și deformai ii să fie clarificate, trebuie să putem reconstitui cu ajutorul deformațiilor, tabloul stării de deplasare Cu acest prilej, vom put ea da răspuns și la chestiunea pusă in țț 5, pag 46 ; problema compatibilității di formațiilor si a deplasărilor rigide elementare, sau încă a continuității procesului do deformat ie în ansamblul său Dacă in ecuațiile (3 1) cunoaștem, componentele lui «, putem calcula imediat cele șase componente ide lui E Dacă însă cunoaștem cete șase componente a te unul te-пяог simetrie de al doilea ordin, fie ele eiH cele șase relații (3 1) constituie un sistem de ecuații supradeter minat (în număr mai rnurc i tecii col ai funcțiilor necunoscute), și el nu poate deci avea soluție pentru £[T arbitrari Cu alte cuvinte, nu orice tensor simetrie de al doilea ordin poate fi pus sub forma def m Condiții neoeware pentru ca nn lensor E să fie de forma def n au fost formulate de către В Ле ЙяІпі-Venalii Rezolvarea generală a problemei o dă Tiriui'Hnarea teoremă a lui, G Kirchoff ( , § 27-d), pusă la punct de V Voltei га și E CWo : Сонгіф'л necesară și suficientă pentru ca un tensor simetric de al doilea ordin E, definit într-un domeniu simplu co/nexprt adf poată fi pus sub forma Ё = def w, (1) сяйз ca componentele sale e(J ІД satisfacă condițiile lui Saiot Venant (12) Pentru a demonstra teorema, să punem sistemul (5 1) sub forma um + ttM = 2 cin M = “7 3, (2) Fie dat un punct și fie cunoscute aci valorile deplasării w? și ale rotației Dacă valorile т/г t ar fi cunoscute peste tul în //■ T deplasările «} într-un punct, oarecare r1’ ar îi de forma te* = и? + Wj, , ), obținem deci (»j - = Jsa (®j - (= (8) nude — E " este simplu conex Aparent, există 34 = 81 astfel de relații Dar întrucit avem г Ф j și h ф și întrucit putem interverti indicii i cu A și j cu А, вац perechea i, J cu A? A, fără a obține relații noi, numărul total de relații distincte не reduce la Notînd eu (/, j, k) indicii L3 2, 3 sau o per- mutare circulară a lor, obținem din (12), hunii A = i, trei relații de tipul е ч,« + («j»u - *«,, — = 0 (!)■ (13) B icâ luăm aei к = j, căpătăm încă trei relații de tipul e, „ + e„ „-Зе„ ц=О (!!) (14> Introducind (5 4) în (13) ții (11) acestea rezulta identic verificate Xt-lAțiUL' Iul Sainl-VcnaJiI piti fi interpretele cu ajutor#! tinuf operator liniar 1 Jiiipiiin m condiția suplimentarii «+-МЛ (17) pentru я nr asi£u& dc uniformitatea lui м In tlortitiuul J?* inițîsxl în гай contrari u vj fi determinat mimai abstracție fucînd de anumite perioade, date de inlegraklc din (8) pe carnpo-iKiitrlr Inimioare ale fruntktfek Relativ la studiul condițiilor lui Saint-Venant în cazul deformat ici infinitezimale, vezi A Lnrie |J | și [’4 |, § 1 4 Pentru discutarea cazului &8 STAREA DE DEPLASARE ȘI DE DEFORMAȚIE Cap I iu care aceete condiții mi slut satisfăcute, vezi indicații în A* peeger f § 2 53 Problem# dislocații lor e studiată în detaliu în lucrări к citate în § 4 1, pag І35 în cadrul condițiilor lui Saint-Vena-nt (eventual completate eu condițiile (17J), cunoaștere^ deplasărilor și a deformații]oi‘ devin deci echivalente (Coca ce explică rațiunea pentru care relațiile (5,5) nu silit incluse printre relațiile geometrice ale problemei ) In âefinitiv, aceasta provine din faptul că fiecare punct al Continuului este privit ca dispunînd de numai 3 grade de libertate (în teoria, dislocații Iot acest punct de vedere își pierde valabilitatea : vezi E Ктбвег [-1], finele § 1 5, și ; Vezi și E și F ^essețat , cap, 4 ) Ге viitor, ne putem deci mărgini la a caui:-a fie numai dofonnațiile, fie numai deplasările Acest rezultat mi depinde nici de sarcină, nici de proprietățile mecanice ale corpului (dacă acesta este elastic) §10 DEFORMAȚII NELINIARE Raționamentele din paragrafele precedente pot fi repetate cuvînt cu cuvînt, dar fără a mai neglija termenul | S£';a în expresia (4 2) ■ ■ ■ ceea ce conduce la o teorie, neliniard a de for mâți ei întrucît avem dc considerat асшп cantități în care produse de mărimi «fJ, ed, cLj apar alături de termeni liniari, principiul sp/perpo-ziției își pierde valabilitatea Din (4 2) obțin cm acum — în loc de (4 13) — relația mai generală »KP = i еЖ+U^J8- S (1) J=I i«l CalcuHnd aci coeficientul termenului in căpătăm îf = +|(«t + «h + 4 ) (!)• (2) Pentru coeficientul termenului în £ £s, [i j)7 avem Іу == “ («tf + %) + ț (ч 4 + «& «г- + «л ч)' (3> Evident, (3) se reduce la (2) daca luăm i j, astfel cS în definitiv i, ], k =1, 2, 3, (4) sau întăj țmînd seama de (O) și (4 11); sd (o) § 10 DEFORMAT^ neltnîare 55 Matricea Ё de componente sf/ este prin definiție simetrica: componentele ei se numesc componentei &/опид|ш finite (sau пей'пгаге) Pentru a calcula aceste mărimi, sînt necesare cele 9 componente % , sau cele 6 componente еъ, s-i cele 3 componente de unde rezultă valoaiea căutată 6= |/1 + 2K, + 4H; + 8E3 - 1 [nlrctlucînd aci expresiile siinilm v eu (8 1’2), oh ținem Inca â= V(1 + ■!■ 2',)(1 -I- 2~,) - 1, (16) (17) § 10 DEFORMAȚI I NEDENTARE 61 și în fine» folosind relațiile (12): Î’d 1- îxj (l + îs ) (1 + ЕЖв) “ 1 (18) Sensul acestei formule e ușor de înțeles: un paralelipiped drept unghie elementar, cu muchiile paralele cu axele principale» se transformă tot într-un paralelipiped dreptunghic, de muchii alungite In raportul (1 i s^)/! Formula (18) poate fi dedusă și direct» apoi transcrisă cu ajutorul invariantilor și astfel obținută și forma (lti), valabilă în axe oarccari Chestiunea condițiilor de compatibilitate se pune în același fel, dar caracterul пеііпіат al ecuațiilor ( 10) complica considerabil problema Condiții analoge cu (9>12) pot ii obținute, cerînd ca spațiul să rămmă euclidian si după deformare, așadar a nul în d tensorul său de curbură (Vezi V Z Vlasov ; A Green și W Zerna , § 2 3; V Novojilov , § 39; O Trucsdelî și K Toupin , § 34) După cum deformațîa neliniară este omogenă sau nu, cantitățile cu care avem de a face (mvarianți, cuadrice ale deformați ei, axe principale etc ) sînt aceleași sau variază de la punct la punct Teoria neliniară conține drept caz particular teoria deformatei infinitezimale* Pentru a ne convinge de aceasta, să începem prin a presupune că componentele sînt suficient de mici pentru, a putea neglija produse de astfel de componente față de termeni liniari în raport cu ele Teoria astfel simplificată poartă numele de teoria wciîor defor-mații în acest caz, din (8) și (9) obținem relații de tipul (4 22), (4 23) Prin urmare, componentele inatricii micilor deformații sînt pur și simplu egale cu modificările (de lungime sau unghiulare) corespunzătoare Pentru cuadricele deformației, se poate face uz de o expresie similară cu (8 5) Din (18) obținem aci cu ușurință Ѳ = (1 + ej (1 + ей) (1 + e3) — 1 e-l + £2 + e3 = Ел (19) (ceea ce nu coincide cu (8 13)1) Teoria mieilor deformați! nu coincide însă cn teoria deformației infinitezimale, întrucît ea limitează numai valorile 'e /, permițînd apariția de termeni neliniari în e jt coti Pentru a evita astfel de termeni, trebuie deci să presupunem că nu numai deformațiile, ci și rotațiile rigide locale sînt suficient de mici în acest caz, termenii neliniari din (10) pot fi neglijați și obținem 4 (20) Prin urmare, teoria micilor deformații si rotații coincide cu teoria deformației infinitezimale, liniare deci Această chestiune e tratată în detaliu de V Kovojilov , Adesea, de formal ii te sînt suficient de mici pentru ca teoria micilor deformații (încă neliniară I) să fit aplicabilă Există insă probleme in care pasul de aci spre teoria {Informației liniare nu mai poate fi făcut: de pildă» putem îndoi mult o lamă subțire de oțel, cbținînd rotații locale mari» fără ca deformațiile să fie mari (fapt de care ne convinge absența ■G2 STAREA DE DEPLASARE Șl' DE DEFORMAȚIE Cap 1 deformat iei remanente după descărcare) Dimpotrivă, in cazul corpurilor elastice masive, rotații mari nu pui coexista cu deformați] mici și teoria micilor deformam se reduce firesc îa teoria ІІпіагй Teoria liniară prezintă avantajele simplicității, ptirinițîiid totodată ■examinarea unor cazuri din cele mai importante Dar teoria neliniară nu este simplul rezultat al miei dorințe de generalizare, ța anumite configurații și solicitări ale mediului continuu (jijey placi, solicitate înțr-un anumit; mod), precum și pentru anumite materiale (cauciuc, polimeri înalți etej presupunerile asupra liniarității relațiilor geometrice nu nun reprezintă, nici măcar o primă aproximare a fenomenului Studiul acestor chestiuni se lovește de mari dificultăți : domeniul de valabilitate al fiecărui tip de ecuații geometrice nu e încă destul de clar, iar ecuațiile neliniard obținute fiînt grea abordabile Pentru indicații bibliografice privind problemele neliniare, vezi | 4Л, pag 135 J “ In cele ce urmează, ne vom situa sistematic în cadrul teoriei defor-лаафЙЙ infinitezimale, așadar al liniarității geometrice CAPITOLUL 2 STAREA DE TENSIUNE A MEDIULUI CONTINUU | 1 FORȚE EXTERIOARE Să ne fixăm acum atenția asupra forțelor ce acționează dinafară asupra corpului continuu și a celor ce iau naștere în interior* ca efect al acestei acțiuni Vom părăsi deci cadrul clasic al mecanicii solidului rigid pe o cale pur statică, Ca Й în capitolul 1, proprietățile materialului nu ne vor interesa Nq ne vom preocupa de semnificația noțiunii de ,,forță1’ Ne limităm la a spune ca o forță poate fi evaluată numai prin intermediul efectelor sale — în cazul nostru prin intermediul deplasărilor cauzate de ea a) Forțe ile whtm și forțe superficiale Se numește forță exterioară orice forță ce caracterizează acțiunea unui corp exterior lui X, asupra punctelor din X + Acele forțe ce acționează asupra punctelor dintr-un domeniu X' (Z X se nu mese forțe de rolurn Cele ce acționează asupra punctelor dintr-un domeniu 5^'C se numesc forțe superficiale Să considerăm rezultanta бС(У') și momentul rezultant Л (X), al forțelor exterioare acționînd asupra lui XT In general, atît ^(X'J eît și JK (X') tind către zero o dată cu volumul mes (XȚ; în general, momentul rezultant tinde spre zero mai repede decît rezultanta, dacă centrul de reducere este ales în x\ Se numește forță de volum F (de componente F1} J7a, JP3) In іеХ, limita Й> (ХЧ ₽(а?)=1Йп t pentru freX'CF, £/(Х')~>0г (1} mes(X') ' dacă această limită (unică) există și e finita (compară și cu (1,1 9)) Dacă- pentru d (X') -> 0, momentul rezultant în nu este neglijabil în comparație cu rezultanta, atunci avem de a face cu o teorie asimetrică a continuului (vezi § 4, pag 73; vezi si § 4 1, pag, 135) în cele ce urmează, acțiunea exterioară авпрта punctelor din X va fi întotdeauna caracterizată numai prin forța (1) Cele mai simple exemple de forțe de volum sînt cele gravitaționale și cele inerțiale, E ușor de 61 STAREA DE TENSIlNfl A VEDIULUl CONTINUU Cap 2 arătat că efectul unor astfel de forțe provenite din puncte § a= feTt este neglijabil Denumirea de „forță de volum” e improprie : în fapt, F este densitatea cîmpului forțelor de volum în punctul considerat Avem evident [F'J = FL 3 =i MIj~2 T™2, șl modulul acestei densități de forță se măsoară în itgf/cm3 Forța ce acționează, asupra unui element de volum (1F se va scrie FdV; evident, ea are dimensiunea unei forțe Definiția (1) poate fi reluată pentru forțele superficiale Anume, o m scrie a> f у 4 /(ж) = lim„J L j pentru d(Sf') ->(k (3) mea (#•') Col mai frecvent caz de apariție a unor forțe superficiale este cel în care corpul se afla în contact cu alt corp, solid sau fluid: contact dintre o fundație și sol, presiunea fluidului asupra pereților unui rezervor etc Dimensiunea densității forței superficiale este jj] = FL-2, și ea se măsoară în kgf/cmJi Pe orice element de arie d$ acționează forța / Forța superficială / nu c în general dirijată după normala n la ?♦ 8e spune ca avem în în tindere sau compresiune t după cum unghiul (/, n) e mai mic, respectiv mai mare deeît 1 Dacă & este o supta-2 față închisă orientabilă, n va fi întotdeauna normala externă în raport cu Forțele exterioare pentru care limitele din (1) sau (2) există se numesc forțe exterioare (sau sarcini) repartizate (sau b) Forte concentrate Definițiile (l), (2) își pierd ficusul daca rezultanta nu tinde spre zero o dată cu diametrul domeniului considerat Dacă această rezultantă are o limită care nu este nulă* se spune că in ж e aplicată o jforfa ытсѵп && f d (de vo lum sau superi i ci a] ă) 7 e gal ă- cu li mi ta r ezultantс i i Di meu -siunea sa este evident aceea a unei forțe Cei mai adesea, avem de a face cu sarcini repartizate Totuși, apar frecvent și forțe exterioare concentrate (de ex : explozie în interiorul unui corp masiv; forțe de reacțiune în puncte ale frontierei în care іш corp masiîf e rezemal pe piloni etc;)* Un mod unitar dc a trai a împreună sarcinile concentrate și cele repartizate e sugerat de іфеа de distribuție sad funcție generalizată (vezi S A 2) în acest scop, să considerăm, uri șir de domenii CZ X, funcții de un parametru s (dc cx : un șir de bule В (ж, e), sau un șir de cuburi cu centrele în x și dc laturi 2e); pentru care d(^J -> 0 pentru e0 Dacă pentru e* ul 5Г est e în coliil ibru și să sepaihăm (i maginar) din el o porțiune 7/^ (a cărei frontieră poate îi interioară Ini X sau nu) și porțiunea complementară Z’a* Vom nota cu У, acea parte a lui сате aparține frontierei Iui 7^ (i = 2) și cu frontiera comună a dome- niilor 7^x, T' n, presupusă a ii cu plan tangent și eu două fețe бъ STAREA DE TENSIUNE Л MEDIULUI CONTINUU Cap* 2 Pentru ea porțiunea ЗГЛ aă-și păstreze nealterat echilibrul după separare, trebuie ca acțiunea părții 5^E (care transmite lui Xj efectul forțelor exterioare ce acționează asupra Iui 7r 2 și a frontierei saje, precum și acțiunea forțelor interioare cc iau naștere în ХЛ să fie înlocuită prin Vig Э 2Л acțiune^ anumitor forțe aplicate pe Aceste forțe trebuie duci alese în așa fel îneît Xj să rămână în echilibru, fără nici o schimbare a configurației sale, sub acțiunea tuturor forțelor exterioare aplicate anterior asupra sa, forțele de interacțiune dintre și introduse mai sus* Acestea au rolul unor forțe de coeziune și considerarea lor echivalează cu utilizarea ipotezei Hgidiză-rii părților (§ 0 4, c) Definind o densitate a forțelor de interacțiune pe ajungem ртіпі г-un raționament similar celui din § 1, la noțiunea de tensiune in-Iernă sau pur și simplu tensiune: a (ar) = lim peni ni же c ^is, d 0* (1) nies(tf[J Aceasta apare a fi deci o mărime vectorială (vectorul tensiune)) de dimensiune 1 , - ) Notația uf este compacta ți simplă Aproape leale Еисгйгііс con te ni pi iran o folosesc această notație — sau variantele ei — InLrucit ca este indispensabila cirul se spre folosi ren mijloacelor analizei tensorhile Noi foccm пй de ea aci numai penl ru simplificarea scrierii și pentru evidențierea paralelismului cu teoria dcfoi* mafiilor (Vezi și observația de la finele £ 1 5, pag 46 ) Pentru ceea ce numim teitsium\ se folosește adesea Cmăî ales In literatura Lfiinicii} și denumirea de eforturi un îl are $3 tensîunt tn vecinătatea moi punct (Ю b) Relațiile lui Cauchy Alegerea componentelor efJ implică un mare grad de arbitrar, provenit din alegerea axelor Este firesc deci să căutăm vectorul pe un element - de normală oarecare ш ca funcție de componentele о-*, Să considerăm deci un element de normală n caracterizat de mări mile ti, = cos (n, t ) — notație pe care o rom păstră de acum încolo — și să construim un te ti aed ni dreptunghic ІРДВС (fig 2 3 2, unde am ales normala în așa fel incit nf X); ea urmare, elementele PR(\ PAC, și PAR au normalele paralele eu direc- țiile negative ale axelor) Cy^ X Dacă componentele forțelor de volum și / ys/ ale vectorilor tensiune sînt funcții continue^ У putem calcula toate aceste mărimi în același Л punct (fie el P=ap} î valorile lor reale se abat de la valoarea în P șBu cantități (pe care le /д vom nota cu tj cu diferiți indici) care tind la / zero o dată cu dimensiunile tetraedrului, de Zf pildă o dată ou înălțimea h coborîtă din P- i?îb- - 3/2 Notînd cu D aria elementului AEG, avem pentru ariile PBC, РАС, РЛВ și pentru volumul V, valorile D1 = ? o2 = Dn aj Da = DH3î Tetraedrul se găsește în echilibru sub acțiunea forțelor de volum a tensiunilor aplicate pe fețele sale, i b'oiectînd pe axa Oxt condiția ca rezultanta forțelor exterioare să fie nula , și țirnnd seama că vectorii tensiune pe fețele paralele cu planele de coordonate sînt egali respectiv cu — Сд j — -tf3, obținem (* )') d + (-я^ + Ы о% = й O (3) împărțind la aria D și trecînd la limită pentru h —> 0 obținem = ) b J ” 1j 3, 3, (3) toate mărimile fiind calculate în punctul P = Relația (3) rămîne valabilă, oricare ar fi orientarea elementului de normală n îutr-adevăr, fie de pildă rt* ca stare de echilibru, vom studia această staic în primă aproximație tot pentru, domeniul Același lucru e valabil și pentru condițiile la limită, ІЛіаг dac# implică modificări ale frontierei (vezi de cx § 10,2) Prin urmare, eventuala nelintaritatc a ecuațiilor de echilibru ₽ de natura geometricii ți dispare o dala cu n cliii ia rit a tea geometrică Neliniarllale „slatina” iile există: dacă forțele ce Intervin In problemă depășesc anumit^ limite, ecuațiile de echilibru ram în liniare în coordona Ic Ic deforma Ul și devin iirlEniarc în coordonatele inițiale numai datorit ii deplasărilor șt de formațiilor mari pc care ele ie provoacă (Uneori ca de pildă în problemele de stabilitate a echilibrului elagUc, unde d efor mâții !1"сі coexista eu rotații nutri - prezintă uliiiEale scrierea acestor ecuații liniare in coordona Le le doformal v ) Acesta esk motivul pentru carii studiul stării de tensiune trebuia Să urineze după cel al stării de defi>]’inație : un studiu pur static al echilibrului corpului cfoformahil este tn principiu cu neputință Numai In cadrul liniarității geometrice, &c obțin ecuații „pur” statice, așa cum ecuațiile sau (1 10,1D) sînt „purJI geometrice b) Ecuațiile lui Cauchy Să considerăm un domeniu F'cF a cănii frontieră &>' e suficient de regulată pentru a permite folosirea formulei lui Gauss-Ostrogiadskii (7 2,9) Domeniul este în echilibru sub acțiunea forțelor F și a tensiunilor pe Condiția ca re^uUanta acestor forțe să fie nula este &★ de unde, introdneînd relațiile (3 3) : țț *) «7 + ăf (®, — ** Л) dr = o, (6) și mai departe, cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradskii: jjț [#* (4- — cw] dl — 0» (7) în virtutea relațiilor (4), parantezele diu (7) sînt nule, ceea ce conduce la T' ca și în cazul integralei (3), de aci deducem (9) Aceste relații exprimă tec/m de reciprocitate (sau de dualitate, sau încă de Atzneirze) a кЫоій (vezi fig 2 2 2) în prezența momentelor de volum, aceste relații își pierd valabilitatea — ceea ce justifică denumirea de „teorie asimetrică” dată teoriei menționate în § 1 , pag 63 Ultimele 3 ecuații de echilibru arată că matricea S e simetrică, rezultat similar celui privitor la matricea E Ecuațiile de echilibru iau deci forma finală 4- Fj = 0, i, j = 1, 2, 3 (10) (unde vom ține încă seama, dacă va fi cazul, de simetria inatricii S) Acestea se numesc ccim/nte statice ale mecanicii mediului continuu (scrise § 4 ECUAȚIILE DE ECHILIBRU 73 în cazul liniarității geometrice) Ele au fost stabilite de A Cauchy |3], | I) și poarta frecvent numele de ecuațiile lui Caudiy OliKERy ați A 2 Ecuațiile (10) нс put uhț înv чі scriind condițiile de vchilibiit sili" cubului cb mcnlar din figura 2,2 2 și țintiul wjihiîi de variația nu пропс ulcior luiifiiiinll tic Iu o fnțA la alia a cubului — variație ce se dalcveuza luviuai acțiunii forțelor de volum* (Vezi și § 3» pag, 70 ) OBSEUVxVTlA 3 Ecuațiile (10) pot li scrise чіЬ o formă simbolică slinpliL Anume, se dHinrșlc acțiunea operatorului E ideid, ecuațiile de echilibru (10) apar însoțite de anumite condiții la limită Dacă acestea reprezintă legături intre componentele tensiunii si forțele superficiale, ele se obțin din (2 3), (3 3) sub forma 1^ = Л» b j ~ 1j 2, 3, (12) (unde primul membru poate fi interpretat ca produs scalar al tensorului У cu vectorul •«) în consecință, am obținut pentru cele 6 funcții necunoscute (16) Luînd pentru n' și n" direcții paralele cu axele, obținem din nou egalitatea (9) §5 TENSORUL TENSIUNE PROPRIETĂȚI о) Tensoral tensiune Ca și în § 1 6Ș să considerăm o rotație a axelor, poziția noilor axe Ожі fiind caracterizată de matricea nfî- din (1 6 1) și de relațiile (1 6 2) Componenta normală a lui a{/ se obține luînd n' — n* = -n în (4 14) : Л' == pr а = tle pildă, o voiri jiuLu La O seliiiuburu de uxi’, qJj Зіінгаліпй componenta pe axa a j a tensiunii pe elementul de normală a?;, ta timp ce este cu nipon lui Ui pe axa r* a tensiunii pe elementul de normală нсяіііпіічіШ a'i c) Direcții principale Consecințele ce decurg din caracterul tensorinl al tensiunii pot fi expuse in deplin paralelism cu cele din teoria deformațieL în particular, neest caracter (ensorial ponte sluji Ia transcrierea invariantă a tuturor relațiilor teoriei Studiul direcțiilor principale repetă cele spuse în §1 7 Există deci trei direcții triortogoualej inimile axe principale ale teunuviiy pentru care tensiunile tangențiale a(lf (î^j) sînt nule, iar tensiunile normale 76 STAREA DE TENSIUNE A MEDIULUI CONTINUU Cap 2 0, trebuie să alegem semnul plus în (13), și obținem o singură cuadrică reală, un elifisoid; relația (11) ne dă a&t£el că pe l oale direcțiile apsir tensiuni de întindere Dacă toți 0, 0, 0- Pe eonul asimptotic, Лт = 0, așadar tensiunea se reduce la componenta sa tangențială Pentru a construi insă efectiv acest con, trebuie să cunoaștem desigur nu numai semnele, ci și valorile tensiunilor principale OnsF RVAȚBE ComIniei Li симШсеІог (13) este prad к greu realizabilii, Intniclt e vorba de o «-cnisl rucție spațială Ea ne in terci razi* aci mimai pentru sublinierea unor aspecte gromcLrke ale problemei Exista construcții plătit сате permit descrierea efectivă n stării de tensiune (ți tot iivlfd, de deformație) In vccinStnlca oricărui punct Pentru сея тиаі 1 m port antă din rlc — diagrama iui Mofir — vezi de pildă Л Nodal [1J» capitolul 10, p) fnva nunți Pornind de la ecuația (9) se pot studia invar ianț ii tensiunii, tot așa cum ecuația (1,7 0) a condus la studiul invar ia nților de formației (Dacă s ar accepta drept componente ale deformației cantitățile e„, 2^r vezi Observația de la finele §1 5 — atunci ecuațiile (1 7 6) și (9)r ți deci și invarianții corespunzători, ar avea forme diferite ) Concludem că există trei invamnți ai tensiunii; 2*J ~ Оц + ffn* 4" £ = 0, (a4 - сг3 - 2А)?!2=0, £ 1 (9) i fărn ( îj — Uilnicîl imLEcelv i pare ți In primul itLiittibni iu (2) țl (3), indicele ! estf Indice de hiliiuijv 60 STAREA UF TENSIUNE Л MEDIULUI CONTINUU Cap 2 ceea ce dă — ± У 3/2 Ținind seama și de a treia ecuație (9), deducem «1 = 0, я, = »I9 = ± /2/2, (10) și prin permutări circulare, încă două soluții de același tip întrucât % = 0f direcția и este normală pe axa O rT Așadar, н este situat în planul О$аяа, și anume pe bisectoarea unghiului format de axele o r și O r Elementul de suprafață avind normalii n va conține drei axa Oxu fiind egal înclinat pe planele -r* = 0 și a?3 — 0 în definii iv, m sistemul de axe principale, planele de coordonate sînt plane de tensiuni normale staționare (in particular extrcmale), iar planele bisectoa t ale dicdrelor coordonate sini plane de tensiuni stația- nare (în particular, extrem;de) Să evaluam tensiunile re acționează pe planele bisectwre Introduci nd (10) în (4), avem de unde ■ pentru primul plan, și apoi similar pentru celelalte : — i " (— ^a)j ^'2 — i (* сд)» з — i ( ai ~ ®a)* (^-0 j 2 2 Componentele normale ule teneiunii pe aceleași plane Яс obțin in-troducind (10) în (3), de unde prin permutări circulare : Notind eu ctj pe cea mai mare și cu ( (Гщ ■ ■ * , ^3i)/fl( ■ « ^31) 1 8au incit, ținiud wiinia de vebi (iih‘ de intogonulitate (1 6 2) : StJ S^a ) vom avea deci întnicit (1) nn este o rotație de axe, formulele ( LG G) nu pot fi utilizat^ Avem însă ușor, pornind de la definiți^ componentelor deforma-ției : EJi — “11 ? ei33 — EÎ2T Elî — -1^1 “ SșȘț Ejl — — fiu și relații analoge peidra corn poneii Lele tensiunii (3) a) în tormuta (6) вІйі conctinliale SI rolttții, fiecare conținind cîU1 Si terme ni, așa dar în lijlal 6561 і сгииіп!, Avantajele notațifi (etksorialc silit evitkT tv, 8G LEGĂTURĂ DINTRE TENSIUNI Ș[ DEFORMAȚI! Cap 3 Din (2 1) deducem pentru £ j - 1 : ®u rll 4i + frîî + cîi Чэ + 4? + 2cJ| e23 4“ 2c, ț €ai, în timp ce din (2) șj (3) obținem ffli = 41 + *1L еи I- cr12 — 2e[ă -i;, cr2a = 2rjj Ещ f g3î — 2е;\1 z3l Di» (8) urmează că, dacă —0 pentru atunci avem și aft 0 Așadar, într-un corp orlolrop, axele principale ale dejormației țț cele (de ien&iunii cobieiil De aceea, în teoria liniară a corpurilor ortotrope sr vorbește pe scurt despre twb principale într-un punct dat Categoria corpurilor ortotrope este foarte importantă in practică , Similar cl‘1oi- de mai вімц se pot considera - în kc ai — , în fine, să presupunem că axele se rotesc de un unghi # în jurul axei Д1; componentele deformațici sînt dat e deci de formule analoge eu (1 7 17) (plus încă două formule pentru șl dc- care nu avem însă nevoie) Componcnt eJc ten si unii se transformă în același mod Avem decimai întîi ■■’■' Ша + -I- c33cus2ă) (15) Compal 'în d relațiile (11) și (I5)T deducem b- c, 2d =■- a—b ISici o alta rotație sau simetrie nu conduce la relații noi Prin urmare, notînd b = e ?4, d — рт я Ăf 2p, (16) ■ți amintind (1 8 11), putem transcrie (13) sub forma #ii 8# + ^©ц, eu ĂO + 2țwm = X6 4- 2țiE^ (17) — -'[■a£12? = ^31 ~ “4E31 T adifcă, mai compact : — AO^ij + (18) Din (12) și (16) rezultă aci un ceilalți 24 coeficienți fiind nuli, sau, mai compact : Este evident că existența a 3 plane și a 3 axe de simetrie trirectan-gulare e șuficientă pentru a asigura, izotropia Prin urmare, formulele (18) dau legea lui llookc pentru un corp elastic izotrop (eventual neomogen) in teoria liniară (Aceasta se poate verifica și cu ajutorul relațiilor (2 6) ) Putem privi așadar în practică mărimile \ u drept mărimi scalare^ De aci rezultă invariauța relațiilor (18) : în orice schimbare de coordonate, coeficienții X, pirămîn imsehiinbați, iar mărimile e/>, &/ se transformă ca componente ale unor tenaori Transcriind (18) în axe principale, avem și C7, - Л0 + 2^, г = 1, 2, 3 (20) Relațiile (18) reprezintă cazul particular al relațiilor (2 1) pentru corpuri elastice izotrope Pentru a căpăta și cazul particular al relațiilor (2 4), să luăm i j în {18); obținem CT,( = 3X(I +2^,, (21) unde sumele în ra>pi>i’t cu i dau invarianții liniari Ѳ și Ѳ : Ѳ = (37 + 2[і)Ѳ (22) CONSTANTELE ELASTICE 89 în orice material și în orice punct, putem evident realiza o stare de tensiune în сате Ѳ 4= 0* aci urmează că în orice axe și în orice punct , avem Зл + 2[л 0 (33) Cu aceasta, putem transcrie (18) sub forma Toate raționamentele precedente sînt valabile si pentru corpuri neomogene, Pentru corpuri omogene, coeficienții X, u se numesc con^aw-tata lui Ltvmh Constanta i± a fost considerată anterior lui Lame de către Coulomb în experiențele sale asupra torsiunii firelor cilindrice (vezi § 5*15, pag 239), și e uneori numită constanta hu Co'h-IoWa în literatura tehnica ea se notează adesea cu 6( - ceea ce dă totuși un aspect dezagreabil formulelor (18) și (24), Ipoteza izotropiei este o ipoteza pn/rrn/c Іітііаіісй Totuși, numeroase materiale uzuale o verifică; în primul rînd corpurile amorfe, precum și rele alcătuite dintr-un mare număr de microcristalc, dezordonat dispuse (mei alele)* Dimpotrivă, monocris talele sînt Întotdeauna aiiizolrope Există și materiale ncerislaline care slut an izotrope, ca de pildă lemnul* Proprietăți de anizol ropie pot apare datorită anumitor procedee d? prelucrare (de ex, după laminarea metalelor) sau pot fi admise pentru a descrie o structură geometrică ce favorizează anumite direcții (de ex* plăci cu nervuri de întărire pe anumite direcții) Se deosebește astfel o rorj'rt jlro/jir de inaferm/ (anizotropîe propriu-zisă) și o mitadropfe consfrucO'od Pentru teoria corpurilor amzotropc, vezi Indicațiile din &4 1, pag, 125, (Diferitele variante de simetrie elastică mai sus considerate sînt Insă prezentate mai ales pentru corpuri liiper-elast iee — vezi mai jos §§ 5—7*) Studiul legii fizice se poate efectua și în cadrul neliniari tații geometrice (vezi de ex V Xovojilov |1|, cap 3 și [3|, cap 3) Dat fiind caracterul fizic al legii de legătură Intre tensiuni și deformați!, prezintă Interes studierea ei cu ajutorul 1 nvârfanților tensiunii și defor-maliei (inclusiv în cazul antzotrop, in teoria plasticității ele ) Pentru detalii, vezi de exemplu I Gokleiiblatt [ l W Prager [lj, L Sedov [2j §4* CONSTANTELE ELASTICE ALE TEORIEI LINIARE PENTRU CORPURI OMOGENE Șl IZOTROPE ft) Moduhd lui Yountj; coeficientul lui Poisson Proprietățile mecanice ale materialului omogen și izotrop sînt deplin caracterizate de constantele lui Lame Vom examina semnificația lor, modul în care ele pot fi obținute experimental, contribuția lor în apariția stării elastice* 0 (întindere), experiența arată că cilindrul se alungește, iar secțiunea sa transversală не micșorează, Dacă c 0 : pentru c 0 (G) Semnificația sa e apropiată dc cea a coeficientului de rigiditate ej! (vezi (2Д))+ Cu cît 2? este mai marc, cu atît materialul rezistă mai bine Ia întindere și compresiune Alai departe, să notăm cu — v (unde v >0) raportul dintre efectul tensiunii c pe direcț ii transversale și efectul ei pe direcț ia liniei sale de CONSTANTELE ELASTICE 91 acțiune, întrucîtj în virtutea izotrop iei putem face uz in mod egal de componentele еи sau s33, din (2) și (5) urmează W + g)>0 Mărimea v se numește coeficientul lui Poieson11) Experiența de întinde re-conapresi un e descrisa în §0 2 servește la determinare lui A\ Coeficient ul lui Poissonim se determină din aceeași experiența» îutnicît măsurătorile cer o mare precizie și există de altfel experiențp mai simple cure duc la calcularea sa pe cale indirectă (vezi pag f)5) b) Constanta lui Coulonib Fie acum un al doilea caz de solicitare r un corp in care &■ Din (2 3 3) obținem acum *#f = = — Pn • (12) (13) astfel ea vectorul tensiune este dirijat după normală O astfel de stare se numește presiune hidrostaHea^ii compresiune uniformă, Din (3 22) urmează (14) întru cit pentru p >0 trebuie evident să avem Ѳ 0 3 (15) Acest coeficient se numește modul de Calcule elementare dau ușor din (6)? (7) л - Ev - ~ (i'+ v) (1 —2v) ’ Ц~2(1+ѵ)’ compresiune hidrostatică și (15) i (1в) Întrucît mărimile й, v, /с sînr pozitive, deducem imediat că 0 0, u > 0 O ■ s 4 (17) Din (Й) rezultă că modulul lui Young are dimensiunea KLT£; din (7) urmează că coeficientul lui Poisson este rjul-d imenși ouai; în finet din (16) deducem că A, au aceeași dimensiune cu E — așadar se măsoară în kgf/cmA JJaeâ v ar fi nul, aceasta ar însemna că sarcina nu dă nici im efect, de cniilrucție pe dirtic-Hi transversale liniei ei de acțitme Fc tie altă parte, dacă v 0,5, din (14) — (16) ar rezulta că penii*u orice sarcini hidrostatică 0 este mii, ațadar deformai,iu i-аг produce lari modificare de volum, ia presiuni arbil rai' de matrî; Valețik v = 6> v = nu $înt deci амер- CONSTANTELE ELASTICE 93 tahiJe ToUișL v = 0,S poate fi minus ca vatoan tinuliL pentru procese in сате deГопшПia tk volum rslr îîc^iljahiiil — ca de rxemphi pe pragul trecerii h deformațiu pîastfcă, (Ve&l mai departr pag, 91,) d) Lvțy'a lui Нооке rcz-ofruhl în raport cu de formațiile Contantele lui Lime permit scrierea >implă aleșii Ini Нооке (3 îS)T in timp cc c-ouslantele E, vsînt de preferai in relațiile lui Нооке rezolvate în raport cu deformat iile îidi-adeviir, țintnd seama de ( = Ѳ, № = 0 (21) Cunsiderind așa-numita deformație medie*) = — 0, 3 (22) obținem descompunerea dorită (20), (21) dacă alegem у Cîf = Crf — Sij • (23) Primul din tensorii astfel introduși se numește tew#or«l sferic al dtfor^ mației (întrucât euadrica corespunzătoare este o sfera) Al doilea se numește *) А пц s i K, HiHicr |1] §5 NOȚIUNI DE TERMODINAMICA DEFORMATEI a) Formularea problemei După cum am arătat în introducere, ne limităm la studiul proceselor pseudostatice; toată informația de care dispunem relativ la xtaiea unui corp deformatul se reduce deci la Oțmonșterca mărimilor s(/ , c și (pro- LEGĂTURĂ DINTRE TENSIUNI ȘI DEFORMAȚI! Cap 3 St? vizor iu) 7, ca funcții de puiicL (hi virtutea condițiilor lui Saint- V emani, cunoașterea deplasărilor nu este necesară ) Terecetea d intr-o stare (0) într-o ștare (1 ) înseamnă fleci înlocuirea unor valori (funcții de punct) e?> , , 7°, prin alte valori 4 , T1 Considcrîud un spațiu aritmetic (euclidian) cu 13 dimensiuni, de coordonate , crtJ, 7, este limpede că fiecărei stări posibile int-r-un punct al corpului ilefohnabil, îi corespunde un punct în acest spațiu; іат fiecărui proces de deformație, o curbă - pe сате o vom numi un drum, ducînd de exemplu de la un punct (0) la un punct (1) Dacă mărimile ej7, c;,J T 7 sînt legate prin anumite relații — ca de pildă cele ce rezultă din ipotezele din §0 4 — alunei procesele de deformație se- pot desfășura numai pe anumite drumuri, situate pe anumite ■varietăți cu un număr de dimensiuni mai mic (Vezi de exemplu cazul din §0 2 ) tu particular, în cazul corpului elastic, ne putem limita la considerarea unui spațiu cu 7 dimensiuni, de coordonate e,-h 7 Mulțimea stărilor posibile intr-un punct al corpului elastic ocupă un domeniu din acest spațiu, iar o stare este deplin euiioacută dacă cunoaștem mărimile sfO T corespunzătoare Cu toate ca aceste funcții nu depind de timp, putem totuși imagina diferite procese de deformație, diferite moduri de a trece de la o stare (0) la o stare (1) De pildă, putem presupune en inlr-uu anumit proces^ facem ca componcnla ex1 aă treacă de la valoarea ki valoarea c!-, ; apoi efectuam aceeași operație cu componenta e];t și așa mai departe Scliinibind ordinea de trecere a componentelor de la valorile inițalc la valorile finale, obținem procese de deformație — ded drumuri ■■ diferite (în exemplul din § 0,2 fcxista numai un singur drum ) Evident că pentru o teorid care neglijează istoricul procesului de d efori nație, aceste moduri diferite de trecere do Ia o stare la alta trebuie să fie echivalente Să remarcăm însă căT spre deosebire de cazul solidului rigid, pentru a realiza o stare de echilibru elastic este necesară cheltuirea de lucru mecanic al forțelor exterioare : aceste forțe își deplasează punctele чіе aplicație în așa fel îneît Lucrul lor mecanic total pe deplasările generate nu este nul Considerarea acestui lucru mecanic, precum șî a unui eventual aport de energie sub alte forme (termică, efeotromagnetică) sugerează o cale energetică, principial diferită de cea care э condus la ecuațiile (2 4 10) și la condițiile (2,1 12), pentru a stabili legătura dintre sarcină și efectul ei Ort nimic nu ne asigură a priori (chiar în absența unor fenomene termice sau electromagnetice) că lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare este o diferențială totală j de aci rezultă că lucrul mecanic oheb tiuit pentru deformarea corpului depinde mi numai de stările, inițială si finală, ci și de modul în care starea finală a fost atinsa, deci de drumul de ] a sta rea (0) lași arca (1), a șad ăr d e ist orie ui procesului TERMODINAMICA DE FORMAȚIEI 97 Informația asupra stărilor (0) și (1) nu este deci suficientă pentru a calcula acest element evident esențial, lucrul mecanic necesar pentru deformați© în această situație, avem de ales între următoarele doua căi: 1° Fie să căutăm o formulare hov/ifd a problemei, în care informațiile asupra stărilor inițială și finală să fie îndestulătoare pentru determinarea în mod univoc a unor parametri de același tip cu lucrul mecanic, dar mai generali; 2° Fie să impunem corpului și procesului de deformație condiții mai restrictive, care să permită determinarea univocă a lucrului mecanic necesar deformației numai cu ajutorul datelor cunoscute pentru stările inițială și finală Prima cale conduce la înlocuirea studiului pur mecanic (inclusiv chestiunea transmiterii de lucru mecanic unui corp deformabil) printr-un studiu asupra schimbului de energie între diverse sisteme materiale — și este deci o problemă de terwod-maînicd /enoTnenoZogwd A doua cale conduce la considerarea unei categorii particularo de corpuri, numite hiperelastice, pentru care lucrul mecanic elementar necesar pentru deformație este diferențiala totală a unei funcții ce depinde numai de stările inițială și finală* Vom aminti aci unele noțiuni de termodinamică, cu ajutorul cărora vom putea formula cazuri simple în care un corp elastic este și hiperelastic — urmînd să ne limităm apoi la studiul acestor din urmă corpuri b) Noțiuni fundamentale Să considerăm un corp sau un sistem de corpuri a cărui stare la un moment dat este deplin caracterizată de cunoașterea unor parametri (independenți sau nu) pj, p2, , Spațiul , putem alege poziția particulelor, forțele ce acționează, ini:re particule, și temperatura — așadar corpuri deplin caracterizate de mărimi mecanice și termice (uneori pot interveni și mărimi de natură electromagnetică) Orice corp continuu (sau sistem) care poate primi sau ceda mediului ambiant- lucru mecanic, căldură, sarcini electrice sau magnetice, eventual și materid - ■ ae numește sistem termodinamic Un sistem termodinamic care nu schimbă cu mediul ambiant nici energie, nici materie, se numește izolat Un sistem care schimbă cu mediul ambiant energie, dar nu și materie, se numește închis Un sistem care schimbă atît energie cit și materie, se numește deschis Mărimile a căror cunoaștere la un moment dat echivalează cu cunoașterea stării sistemului, se numesc parametri termodinamici Orice fenomen care duce la modificarea valorilor lor se numește proces termodinamic Un proces de trecere de la o stare (0) la o si a re (1 ) se numește rever-sibilț daca el se poate desfășura și în sensul de la starea (1) la starea (0), trecînd prin aceleași stări intermediare, Un proces care nu are această proprietate, se numește ireversibil, O condiție suficientă (dar nu necesară) pentru ca un proces să fie reversibil, este ca el să fie cvasistatic Tot ca reversibile pot fi privite șî procese de tipul vibrațiilor, dacă la capătul fiecărei perioade se reproduce starea inițială, Stabilirea unor ecuații de stare revine la precizarea unui model al unui anumit tip de corpuri, model valabil între anumite limite ale parametrilor în virtutea acestor ecuații, numărul parametrilor independenți se reduce Parametrii independenți rămași se numesc coordonate termodinamice generalizate Astfel, de exemplu, даздіе ideale au ecuația de stare pv — nRT (unde p este prț₽r sitinea; ₽ — volumul; n — numărul de molecule-grarn de substanță; R — constanta univet’ sălii а gazelor; T — temperatura absolută) Această ecuație - valabil^ imund Intre a nu ini te Umile ale parametrilor — stabilește a legătură simpla Intre presiune, volum și temperatură și permite să reținem drept coordonate generalitate, numai două dhi aceste trei mărimi AH exemplu îl constituie studiul solidului deformatul Chiar In сагні unidimensional di л ț 0Л, rcsUitâ limpede că pe diferite porțiuni ale curbei caracteristice tn diferite procese (Încărcare sau descărcare), legătura dintre tensiune și deformație este alta* 1(Ю LEGĂTURĂ DINTRE TENSIUNI $1 DHFORMATU Cap 3 în general ecuațiile (1-1) — (1 3) au deci sensul unor ecuații de stare ale corpului elastic^ valabile atît la încărcare, cit șî la descărcare, Ele permit să reținem drept coordonate generalizate mărimile stjf, 7 , Г Odată cu trecerea în zona plastică (adică dacă se depășesc anumite limite pentru ansamblul parametrilor — ceea ce nu e tot atît de ușor de stabilit ca în § 0,2 ; vezi § 4 3), aceste ecuații își pierd valabilitatea în starea elastică, orice funcție de stare se scrie deci sub forma- (] ), unde rolul mărimilor qi îl joacă componentele d ©formației (sau fenemnii) și temperatura (Amintim ей însăși temperatura este o funcție de stare Ea poate fi alea$£ drept iuta diii ec ordonatele generalizate — dar aceasta nu este obJigalonu Temperatura absolută I se masoară în grade Kelvin, iar 0c'C — 273,15C'K ) Un sistem termodinamic este în echilibru termic, dacă între punctele sale nu au loe schimburi de căldură Pentru aceasta este necesar și suficient ca T să fie o constantă (independentă de punct) c) Principiile ier nw dinam leii Aceste noțiuni permit formularea celor două principii ale termodinamicii* Toate mărimile cu care operăm vor fi înțelese ca marinii unitare sau specifice (raportate la unitatea de volum) Evident, ele sînt funcții de punct Valorile Iot globale (pentru întregul corp) se vor obține prin integrare pe domeniul^ Variațiile elementare de Іа o st-ате la alta te vor nota cu d sau cu $L după cum avem de-a face cu o funcție de stare, sau nu Variațiile neclein cutare se obțin integrînd variațiile elementare corespunzătoare pe drumuri din spațiul figurativ (sau din cel al parametrilor termodinamici) Primul principiu al termodinamicii : exis® o funcție de stare U, numită energie internă; în orice proces termodinamic, creșterea elementară a energiei totale (energia interna U, plus energia cinetică К a mișcării microscopice, plus energia potențială E a aceleași mișcări) se compune din suma lucrului mecanic elementar £ Ф efectuat asupra sistemului, a aportului elementar de căldură 3Q, și a aportului elementar de energie nemecanică și netermică (de exemplu energie electromagnetică) 8 Q*: dU + dK + dE = 8Ф + 3Q + (9) Mărimile 8Ф, SQ, 8Q* sînt negative dacă ele reprezintă lucru mecanic căldura etc t furnizate de corp — mediului ambiant, în cele ce urmează, ne vom mărgini la cazul proceselor cvasistatice, pentru corpuri aflate în echilibru maeroscopic și pentru care aportul de energie nemecanică și netermică este neglijabil în acest cadni, relația (9) ia forma dU = 8Ф + 8Q , (10) TERMODINAMICA UEFORMATIEl 101 Іат pentru întregul corp dUdV = S Ф dV â QdV (11) în particularT pentru nn sistem izolat, din (11) urmează ea pentru price proces elementa avem dU dV = 0, așadar ca energia internă du variază Rezultatul răimne valabil pentru un proces iicelementar, așadar după integrare pe un diurn oarecare (închis sau deschis) în spațiul figurativ : Ргтщиі principiu al trrmodimămicii este principiul conservării energiei : in orice proces termodinamic îrt care este posibilă revenirea la starea inițială, această revenire se face fără variapa energiei (vezi (5)) Dacă procesul este ireversibil, sau dacă drum ni considerat din spațiul figurativ este deschis, principiul Ișl păstrează valabilitatea : faptul că U este o funcție de stare Înseamnă că valoarea energiei interne In orice pune! nu depinde de „drumul" parcurs dc sistem de la o stare (0) lă o stare țl) in acel punct, ci numai de coordonatele generalizate corespunzătoare Dacă procesul conduce la valori pentru tiare ecuații Ie de stare inițiale trebuiesc înlocuite, variația de la starea (0) la (1) trebuie calculată nu in spațiul coordonatelor generalizate (ce corespund UC1W anumite ecuații de stare), ci In spațiul parametrilor termodinamici Relația (9) prezintă energia ca măsură comunii a diferitelor forme dc mișcare ale matei ieL în (10), colul esențial este jucat dc mișcarea mecanică ți cea termică Primul principiu constituie baza experiențelor permițlnd stabilirea echivalentului mecanic al căldurii Amintim că 1 kcal — -127 kgm Prin urmare, in (9) sau (10), mărimea £»Q trebuie exprimată in unități mecanice, (luînd scama că 1 cal/qm® — 42,7 Iqgf/em3, ЛІ doilea principiu al termodinamicii: există o funcție de stare S, numită entropie} în orice proces termodinamic, variația entropiei este cel puțin fAjală cu variația cantității dc căJdură raportată la temperatura absolută ; dS > 8Q / T, unde egalitatea caracterizează procesele reversibile* Pentru întregul sistem avem de aci (12) (13) Faptul că S este o funcție de stare echivalează cu afirmația că în orice proces reversibil, cantitatea de căldură elementară 8 Q are un factor 102 I^GATURA DINTRE TENSIUNI Șl ^FORMAȚII Gap 3 integrant, funcție mimai de temperatura — și tocmai ș&est factor e ales pentru a defini temperatura absolută AI doilea principi и al termodinamicii stabilește un «ens tic desfășurare я proceselor ireversibile: cel corespi^ător creșterii entropiei în orice sistem izolțrt, în particular, aceasta se vede u'jor îrt cazul unui proces ireversibil în regim iiotermlc (’i - const in punctul consi- derat }L în ir-'adevăr, intr-un sistem izul al ăVtin SQdV 0, astfel că din (13) urinează dSdV > 0 Relația dS - el este numai pxeudostiitic ți fruvi'Tsibll Pajaiueteii teriiiodinaniiri ai problr mei sînt mărimile et ct i h н țâror cunoaștere echivalează cu cuiimijirmi stării eprnvetcl Ecuația de stare г dotă de familia curbelor c&rac* 101 LEGĂTURĂ DINTRE TENSIUNI Șl DEFOIXMATII Cap a turistice pentru diferite valori ttk Lui Г tn general uvem E / Presupun iad pentru simplitate că ap = af, avem pentru încărcare pentru 0 €i C țj pentru e( 4- £ „ p dr rciio/rifr fte stare (31)* l’iv de pildă că "r ■ Dta (21) deducem pentru = 0 valoarea e3 Ej - a(Et,T)JA'(î), (25 I'riițcu procesul de hiCutCOTc avem deci din (20) și (23) rll) rE1 l , r£' \ ЗФ = 1 a de = — Ь (Т) с; I E (T) cJ (ей — ej -(l rj (eT T) de t (26) J(P> Jo 2 J - (31) 2 unde al doilea termen este deci aportul de căldură necesar pentru a menține temperatura constantă, întruclt E'(T) cQh acest aport este Intr-adevăr poziții? Relațiile de mai sus slut valabile pentru orice e0* *L > 0 Alcgltid e0 = 0, Et = e, obținem и-U„= 1 ГЯ(Г) - ГЯ-(Г)] E3, F-F, = -~£(T) e* (32} 2 2 Prin urmare, într-un proces de încărcare eu tensiuni pozitive sub limita dc praporttonalitate, avem U — Uo > r — Fo± și entropia crește La descărcare, dimpotrivă, entropia revine la valoarea sa inițială (Rvidcnt, aceasta este cu putință numai pentru că epruveta mi constituie un sistem izolat ) Trebuie sa remarcăm că in cazul unui proces dc descărcare cu începe dc la et > ел , entropia ли гсрілс la valoarea sa inițială: procesul nu este reversibil, șl deci variația entropiei sc datorește nu numai variației cantității de căldură Chiar clacă in procesul dc descărcare ftoformația trece prlntr-c vaioarc e ev și incărcîndu-1 apoi din nou pînă la revenirea la valorile o1 (notate acum e3, a3), obținem o buclă de hysteresis nle cărei capete definesc go POTENȚIALUL ELASTIC 107 un segment du pantfi A(T) întnirit avi-ін e4 - c$, = Ga, trebuie &A avem și U, Ua, Sa+ Erilrucll turbo de (iescări ai e est и slluatA fuft сей de încărcare, rezultă сЛ nrJa buclei dr hyslercsis măsoară lucrul mecanic pierdut In cursul acestui proces, care nu este un proces reversibil: drumurile de îâ starea (1) la (2) și apoi de l;i (2) la (3) = (1) nu pot fi parcurse Lreclnd prin агайед/ stări intermediare Din rulai ta (12) deducem ГЗ) 8 (Q) / T - Sa - St - 0 ti i (33) înlnicll F — сопъі , urmează SQ ) în (5Л5) și (5 17), obținem primul principiu al termodinamicii pentru procese de deformație еІпяШй сѵашШігй (deci rever* stliilă) sub forincle echivalente d(J = rJJ8rf + T dS, dF - SdT, (Ц) unde exiși a numai 7 variabile independent e, astfel ea termenii pentru i j apar eu coeficientul L iar ceilalți, cu coeficientul 2, Prezintă adesea avantaj să considerăm ca argumente toate cele nouă componente ale deforma (iei Fenhu aceasta, data fiind de exemplu o funcție CrfEij), i -Ch vom defini o prelungire a ei Gfe,,} (pentru ij — 1,2,3) supusă condițiilor (16) unde Sg г respectiv Гп sînt valorile constante ale entropiei, respectiv ale temperaturii, la care se desfășoară procesuL Primul caz este cel al proceselor suficient de rapide pentru ca schimbul de căldură să nu fie posibil (de pildă cazul vibrațiilor elastice, cîud 8K SQ — 0 pe un ciclu} Al doilea caz este cel al proceselor cvasietatice, cîud există timp suficient pentru absorbție sau degajare de căldură, astfel ca temperatura să rămînă constantă în ambele cazuri există deci — la regimul S = So яаи Г = To — o funcție dc stare Ф, denumită energie potențială unitară de deformați*! elastică, hhu, pe scurt, potențial elastic, sau încă energie elastică Dimensiunea ci este [Ф | = FL Л Ca st arc-reper se alege (ca și tn §2)T starea în care atît deformațiile cit și tensiunile sînt nule, la o anumită temperatura T — To, Aparent, orice proces de de formativ necesita cheltuire de lucru mecanic; așnitar, dacă considcrâm că in starea Datorată Фв 0, Iu orice stare diferită de aceasta urmează Ф ■ 0, fji fapt hisă, pot exista procese izoterm tce in curs ui cârora corpul primește din mediul ambiant lucru гпі'сяпіс ți căkiurâ Pentru stingerea unei соішпйе stări este deci cu putința cu pentru 8Q 0 să avem 0Ф O c) Corpuri elaxiirv și corpuri htperelastice Corpurile pentru care sînt satisfăcute relațiile (1 1) — (1 3) sint corpurile elastice^ Corpurile elastice pentru care — în condiții dațe — există un potențial elastic, se fiumesc hiper-elastiee în cazul uiUdimenâiuftal de la rinele $ 5, distincția mi are sena; lucrul ebuoliir ВФ este ilitrrt'Litfata arici rtefimte de curba ca raci iris tlcă, axa s, și verticala care* pun autoare Dimpotrivă, ta cazul a ti sau 7 variabile Indi-pt-iukTitc, elnd stat deci posibile diferite drumuri din starea naturală intr-o anumită stare finală, această deosebire este esențială : condiția (1 3) asigură numai corespondența biunivocă Intre tensiuni $■ defonnații, гш 7/lsu și reversibilitatea procesului ca proces termodinamic Inclusiv poslbtlitutca dc a recupera după desciîircarc inlrcg lucrul mecanic ehcitint ta încărcare Prin urmare, în cazul tlefurinațîei elastice, putem alege drept coordonate generalizate mărimile s(/J I sau mărimile trtf f T Defer-inația elastică este reversibilă, wînl deci posibile cicluri (drumuri închise) in spațiul parametrilor £ /, cri/, T — așadar procese cu revenire la valoarea inițială a energiei și entropiei Aceste cicluri pot fi reprezentate 112 LEjGATUBA DINTRE TENSIUNI ȘI DEFORMAȚI1 Cap, 3 tot ca cicluri in q»ji:iii figurativ яі coordonatelor generalizate alese Sensul de pareure pe orice drum (închis isau deschis) este indiferent* Dacă procesul de descărcare se desfășoară pe aceiași drum cu cel de încărcare, atunci variația luciului mecanic pe întregul ciclu este nulă, în general insă, prut ni procese de descărcare pe alt drum decît cel de încărcare avem, în virtutea primului principiu al termodinamicii și a faptului că 8Ф nu este o diferențială totală: (П) Aci este penibilă atît transformarea unei părți din lucrul mecanic in căldură , cit și procesul invers, de transformare a căldurii in lucru mecanic (spre deosebire de cazul gazelor, deocamdată cel puțin fără utilitate practica) Odată cu depășirea limitei de valabilitate a relațiilor (1 1)—(1*3), reducerea la numai 7 coordonate generalizate mi mai este posibilă, deformați» nu maî este reversibilă, drumurile din spațiul pani metrilor eÎJT g, T nu mai pot fi parcurse în orice кепи, și orice drum închis în spațiul celor 7 coordonate T sau ^;î Г o inevitabil însoțit de creșterea entropiei, așadar do scăderea energiei libere, de transformarea- iniei părți din lucrul mecanic de încărcare, în căldură (disipați» energici) în cazul deformației luperelastice în schimb, existența funcției de stare Ф arată ca penlru orice ciclu avem, mai particular decît (17): ț №₽( SQ = 0, (18) Jțr și procesul poate fi descris numai în termeni mecanic^ desigur ideației pentru încărcare și descărcare* Ca și starea elastică, starea hipcrelastică depinde a fit de material, cît și de condițiile procesului de deformațîe Unele rezultate importante ale teoriei elasticității si ut valabile pentru corpuri in stare elastică; totuși, în forum ei actuala, teoria elasticității este fjjcd r> teorie a corpurilor în atare hi per elastică, Obsehvațtj - Si'cit a fi menționate aci și c axările de relații mai gom-rnle intre factorii geometrici ți cei statici (шт dinamici) Notam astfel impoțtfința corpuri]ur hiperlastia ' (caracterizate de о deptmdințft hltmivoeft între tw№p7/r tcnțlwtil și chlorjinil iei hi fiecare moment), precum și a corpurilor ttttetaslicc (pentru fcarc dctormaț-ilk slut reversibile șl legate liniar de tensiuni, dar în cm-e, (Întărite prezenței tectorului timp, Corespondente dintre tensiuni și deformai ii nn este biunivoci) Indicații bibliografice pentru эst M dc tipuri de corpuri vor ti date fn § Xj a dispărut), și deci, folosind formulele (2) : 2Ф = crQt există relațiile (2*1), (2 4)* Privite împreună, aceste formule alcătuiesc un sistem de „ecuații canonice” ce amintește ca aspect și semnificația de ecuațiile lui Hamilton* OustFiVAȚLA 2, Forma (6 6) э Lucrului mecanic elementar este valabili pentru orice procus dr (k-lorniiill? (cu liniaritate geometrică, dar susceptibilă de generalizare la cașul geometric iieliitiar); forma (5) precum ți formulele lui Grecn (2), s-Int valabile (tot in cadrul linla-rilații geometrice) pentru un proces tir detormâție fu/wetasffc, dar altfel oarecare; forma (17) șl formulele Iui Cnstigltaiiu (ÎS) sini hțsd valabile numai Ln cadrul teoriei corpului hlpiTdastic cu liniaritate ctllt деоииЫсй* cU și fîtfcă Onsi-nvAȚîA 3* Condiția de nidurA fizică Ф d (vezi § 6* png III) impune anumite condiții rtifficicnliJor C;* Intr-adevăr, aceasta revifte la a afirma ей fu г ni и pafratfcă Ф trebuie $d fir pozitiv definiiâr Condifid necesară și suficientă pentru aceasta este dată de criteriul Iul Sylveslrr (vezi de exemplu V Smirnov Га și în cazul general, existența potențialului elastic în cazul unor corpuri cu Anumite proprietăți de simetrie elastică trebuie să ducă la micșorarea numărului coeficienț ilor corespunzători* Pentru corpurile hiperebatiee avize! горе liniare, numărul coeficienților de rigiditate variază între 21 (cristale din sistemul tiidinicj și 3 (sistemul cubic) în cazul ținui corp cu un plan de simelrify relațiile (3 0) se reduc la 8 condiții distincte și numărul de coeficienți independenți este 21 8 13* Pentru corpuri orlotrope, relațiile (3*7) dau 4 condiții distincte, și coeficienții independenți ramîn în număr de 21—8—4 — 9 în fine, pentru corpuri elastice izotrope, relațiile (3 19) arată că condițiile (7) sînt automat satisfăcute: prin uiinare, în cadrul teoriei liniare, orice corp eltrstia tâotrvp este si hiptrelatrtiț, Pentru astfel de corpuri, distincția dintre corpuri elaatiefl șî hiperehifîtice nu are deci sens în acest cadril, vom vorbi deci pe viitor numai despre corpuri elastice (izotrope), Ohsehvația 1 (Amilii iile A« = 4 As ■ Toți acești minori slnt pozitivi* dacă și numai dacă (26) Or, din (4 15) și (4 17) urmează ca condiția (26) este întotdeauna satisfăcută, — astfel că potențialul elastic W este o formă pat-ratieă pozitiv-definită Acest fapt va juca în cele ce urmează un rol esențial (vezi §4 5) Cazul unui яртр hipșrelastic izutrup, dar eventnul cu nrtiniuritatc fizica, м poate obținu cousidferîad ca potent ralul lui Grecn (6j este lix^epeadent de unghiurile ф : Ф Ф(И1Э fc Bloch ; A Green ți W Zerna |îj (cap 1 fl 2 pentru relațiile generale și toată cartea pentru utilizarea lor)ț M Hatmovlcl (1J, capitolul L; N Kikcvsld pi]; N Kocfn ; A hurie (4capitolul 1; W Ргвдег ІЙ]; 1 Snedtton ți IX Berry 1 l}, partea A; o expunere шмкгпА a aparatului matematic de folosit este dată de J Erkkscii |1(> iar aplicații profunde slnt prezentate de C Truesdell șl R Toupln 11| și C, TruestkU și W Noii (IJ Aceste metode sini cu deosebire ulilc in problemele ne liniare, și tn probleme in care Însăși configurația corpului impune folosirea altor coordonate declt «le carteziene ortogonale» Dar nu trebuie uitat niciodată că In definitiv atenția trebuie concern rată asupra rezolvării unor anumite probleme la limită pentru anumite sisteme de ecuații cu derivate parțiale — și nu asupra aparatului, care nu servește tktrll la scrierea lur, este drepl, sub o formă compactă și elegantă Pentru evaltnircn Importantei metodelor tenstori;de, vezi recenzia Iul I'1 l’olilr In cartea iui M НІПІ 1-1} (Applied Mcchanies lltuieuri, no Chiar cxiutit narea structurii cărții hii Л Grc'tn și W* Zrnia este instructivă In acesl xens, în cele ce urmează, metodele tebsorlale nu vor fi folosite tjBsiiuVATîA 3, prrzintu асіема interes scriere^ ecuațiilor elasticității hi coordonate curbilinii, legate de іхтГіди rația frontierei (de obicei, In așa fel incit fro» livra să fie suprafață de nivel pentru una din coordonate ceea ce ușurcazA mull furimilurea condițiilor la limită și rezolvarea efectivă □ problemei) Allt Jn cazul coordonatelor curbilinii ortogonale, cit și Iu cazul celor neortogonule, este desigur Inutil să se stabilească din nou ecuațiile rIasUcității: proprietățile tensoriak deja examinate permit transcrierea hi orice sistem dc coordonate a tuturor cantităților și relațiilor necesare, odată ele stabilite hi jixe carteziene Pentru detalii, vezi de exemplu G Lam£ ț2ț; E» și F, Cosserat , capitolul 17; G lacob (5j, 1 31 și 4 35; N Kilcevski [2|T capitolul i; N Koclik Щ, & 2 18; A, Litric |4] Я 1 6 și 1 7; V Novojiîov capitolul 4 și И 5 21, 5/22; W Pra^ ger (2|t capitolul I ; L Sneddon ți D Berry jî|r 52, 53 și 68; I Sokulnikofi |2j, I 1,t3; S, Timoslu-tiko și ,1 Goodier capitolul 13 Rezultate Utile In numeroase cazuri partl-» сиіаіч1 sînt date de V Bloch șl P I\ Teodorcsru (4] Vezi și articolele tul l Beju [t | și M, Vțihltov Ц] Menționăm In particular utilitolra coordonatelor curbilinii In siudiul corpurilor do rotativ unde e firesc si considerăm coordonatele 2 (In lungul axei de rotație), p (distanța la axă inir-un plan j comLX ți ? (unghiul măsurat Іо асэді plan» dț 1д o direcție de referință) în studiul problemelor plane și anliplane, subliniem importanța coordonatelor curbilinii atașote reprezentării conforme a domi-niirlui dat pe cenr sau pe o coroană circulară (vezi j A 7) Intr-un sistem de coordonate ot, [1 y, componentele deplasării te notează ua„ uy; componentele deformațiid se notează cto iar cele ale tensiunii tr^, eto, (sau incă fia, ap etc-K Sensul acestor notații rezult;! din interpretarea componentelor respective ca componente ale deplasării, deformațlei și tensiunii in ajefe «frterien# local* atașate coordonatelor i, fi, y Altfel, de exemplu ia este proiecția după axa locală z a tensiunii pe elementul de normală a etc 122 KCL’ATITLE ELASTICITĂȚII LINIARE Сяр* 4 Introdueînd acum (1) în (3) și jjisii departe în (2), ве obține un sistem de trei ecuații pentru cele trei funcții necunoscute -w ,, numit sistemul ecuațiilor în deplasări Odată rezolvat acest sistem, relațiile (1) si (3) dau valorile deformațici și tensiunii- Pe de alta parte, ecuațiile (2) alcătuiesc un sistem de ecuații în tensiuni — insuficient totuși pentru a da soluția, într-adevăr, chiar dacă am găsit o soluție u lor = 2 ЗФ/Й«)Г (5> (6) (T) (8) Ecuațiile (5) — ваи (7) — sînt ecuațiile statice Ecuațiile (6) și (8) - sau oricare altele echivalente lor — vor purta numele de ecuații fiiioo - geometri ce, 5 1 ECUAȚIILE TEORIEI ELASTICITĂȚII U3 ОікккѴлГіА 5 Raționamentele precedente sini valabile și pentru cui puri ittOnwgenc >i anteotrope Forma (5), (fi) răi ni ne valabilă șl în cadrul iwliniaritățli fizice Ambele sisteme pol fi generalizate la cazul neliniarilMii gen inel rin- b) Alte tipuri de corpuri și probleme Sistemul emis ide rai descrie un uiHintil tip de comportare a corpului solid defommbil Esl? util să indicăm aci ci leva alte categorii importante de probleme, Jrt strfmd conexiune cu Сей de cart' ne ocupăm, și să sugerăm etl puț hi o bibliografie minimală Să presupunem că avem de-й faCe cu o problemă a cărei soluție drpimk- de determinarea unei anumite mărimi abstrach1 u (funcție, vector, matrice ctc,) aparținîrui titu-i mulțimi lV Iu-fnrrnal iili- pe care Ie deținem asupra lui & permit i iulnjiin-, aplicate funcțiilor componente ale mărimii q (inclusiv, eventual, anumite condiții fa limită, emul iții de nor marc etc J Jitii păcate', рпніЬНіІаіca de n copslrnf relații de aețst tip, rieserihid clpcl un fcnnmtui niremilc, fizic Не,, nu e tleril arareori Însoțită de posibilitatea de a ecuația (9), adică de lj gftsj un operfi/or (nucrs 45“], curs, uplirat celor 'Ы membri din (9), să permită scrierea tflllițivi problemei stili forma v ț)"3^ (10) în același timp cu necesitatea de u se stabili ecuații Le exacte (9) ce regizează un anumit li іклгісн, este deci de majoră importanță dr a se găsi și descrieri timplifEnde, mal uțor ] jrdaldlv, ele îenomcnuliiL Aceasta Înseamnă că ti trebuie să fie Inlocdltă cti □ altă nceu-POMzui i u țcurc dă eventual o descrieri- mal sumară а к nome nu Lui); Iul 43 1 se substituie irn all operator 91 (care nu mai țhir eventual scama de Ionic conexiuni le iui|inl con si derute); In line, tș este și cl înlocuit cu un alt clement f (eventual mai ușor de măsurat, dr evaluat ctej !n felul accFita, ecuația (Й) este înlocuită cu o etuuție aproximativă 9U = f, (ii) I СЙГСІ Sbluție este ii « 8C"1 f4 (12) So Intllncsc adesea cazuri in tare operatorul invers exact im există, >au la care existența sn nu puote fi demonstrată decit pentru clase de funcții puțin interesante sau râu adaptate problemei, sau in fine cazuri In сиге el tui poate fi construit efectiv înlocuirea ecuației (9) prin {11) se jtistiliră In primul rlnd In măsura hț care problema construirii operatorului Я-l este mai simpla Astfel ck- raționamente se Inlllucsc In toate romurile mecanicii, fizicii cte, în definitiv, ele conduc la a neffl^a anumite aspecte дк* Іешшіепиіиі real (înlocuirea lui u piîn Ub țf и lui ț prin f), ceea cc conduce de аветсоей șl la înlocuirea anumitor raporturi mai complexe prin нііеіц mai sintple (InlocEiircn lui 43 prin 91) 124 ECUAȚIILE în АЙПСіТАТП LINI А НЕ Cap 4 Această кілірІИісагс te poale realiza pe două căi; sau к consideri! numai cazuri particulare ah' Unui fenomen (de ex : se studiază numai corpurile elastice omogene ți izotrope), sân se admit anumite descrieri simplificate ale raporturilor dintre diferitele aspecte idr fenomenelor (de cu un e suficient de mic (Este inutil să pretindem ca e Să fie arbitrar de mic : metoda de calcul nu trebuie bă Încerce sfi depășească in pltdiie viorile posibile de măsurătoare, variațiile aleatoare ale f imenului ele») Apoi, vu trebui pusă chcsUuut-a rcaljzărjj unui algoritm pentru dcLcrniniuren орг га turui ui V a convergenței sale, a stabilității wd* de, Acestea sînt chestiuni de analiză funcțională rtcenl abordate de către P Bondarenku |1], In ce ne privește, sistemul (1) {3) Joacfl aci ralul ecuației simplilic^ie {II), unde necunoscuta и este ansamblul funcțiilor ы(І c ujy Ecuația exactă (9) а г descrie fenomenul In termenii din § 0 3, pafi 28 — cart sini deocanidală cu tstul inabordabili în scblmh, se pot considera diferite probknțț 3fj M, - fj, (13> rcprczelHind, luate, puncte de vedere intermediare între cel din {0) și tel din (11), Vom da ad unde indicații asupra unor astfel de probleme, ,,urclnd" de Iu (li) La (13) Se vor puica distinge teorii mai gencnilr din punctul de vedere al fenomenului fizic г numi nat, pneum f! teorii mai generale din punctul de vedere a) descrierii matematice adoptate In ce privește aspectul fizic, se vorbește despre comportare faftasfird d mediuhiL cu referiri: Ia orice încălcare a schemei considerate In capitolul 3 Chestiunea este tratată In detaliu in important ut articol de siuleză al Iul A, Frcudenlhal șl ÎL Geiringer j1| Vezi șl B Lazan |lj; C* ZcncT ei aL [1J Tu general, trebuie $з di s lin gem ini re deformat ia ane taxi icu (caracterizată prin disipare de energie mecanică datorită interacțiuni! cu un flux de energie лепіссапігй sau cu un flux de particule mal triale), de formația utseo-elasficâ (disipație datorată Interacțiunii cu cmnpo-tienle fluide vîscoase), In fine, defunmiția plastică (clisrpație provenind din frecarea internă) Combinații de astfel de fenomene complică Încă mai mult tabloul final Cu privire la fenomenele nriclasllce, vezi indicațiile date de A Freudculhal țl H Gci-ffager Hh S§ 15—16» Un Ioc important revine teoriei terrnu-elasțivității (vezi B Bolvy și J, Wciner |î|; o expunere elementară este dală de S 'i imoshenlio ți J Goodicr 11J* clipitului 14; vtz* Încă indicațiile din J Goodier |4|f ( 8}t precum ți teoriei corpurilor poroase ți a corpurilor ^ranalarei cu prezență a mal multe faze (solidă, fluidă) (vezi M Biol țlj; H De-rexkwicz ; fL Mindlîn 15J) Teoria corpurilor vîsco-elastice (A Frcudunthal și IL Geîringer {1}, £§ 17—30; |f 27 — 29; 32—34) consideră scheme in care fiecărui fckrlc ai deformațiel i se asudară un istoric ai tensiunii Istoricul imediat al fenomenului conduce la introducerea derivatelor de primul S1 ECUAȚIILE TEORIEI ELASTICITĂȚII 125 ordin al mărimilor studiate; mai generaJ, se pot Considera derivate de diferite ordine, și în definitiv operatori inLegro-diferențiali Printre lucrările recente, vezi M Biol , cap, ti; B, Coleinan J2| J AL Gurtin și E, Sternberg |4}; M Mișicu ]7j (pentru teoria asimetrică); J, Râiclok |2] ; E, Stern berg și S Al, Khozaie [1| în fÎBet cu privire la teoria (sau teoriile) plasticiiății7 vezi § 0,3, pag* 28, Apn»piirulu-ne de cadru] teoriei elasticității, cităm mai inlli studiul corpurilor In stare hipo-etastică (vezi £ 3 6, pag 112; pentru detalii vezi G Griali ^ cap, IX partea IV,) Să ttmarcăm aci cây pentru corpurile în stare hipo- elastică, nu există stare nula, iar componentele variației tensiunii depind de cele ale variației deformat ici, dar nu și dc viteza dc variație a acestora; aceasta conduce la concluzia ci materialele hip o-elastice nu sini visc-oasc, Deformațla Mpo-elaslMă este reversibilii și, dacă se considera numai mici deformați! in vecinătatea unei stări fără tensiuni, se ajunge pur și simplu la cazul corpurilor elastice Pentru raporturile frlțrc corpurile ІііросІязЦее, elastice, și hipcr-cla alice (in teorie ne liniara }t vezi B Berostein {!]; XV Noii j2] ; W Pragci- |2j, capitolele 8 — 10; este de ea* cazul r două ipoteze de liniur-ilntr; pentru această din itrniă chestiune, Vezi P Uirmain [ 11* § șț 5 1 5*4), §2, PUNCTE DE VEDERE METODE DE STUDIU* PROBLEME FUNDAMENTALE a) Puncte de vedere asupra studiului sistemului de ecuații ale elasto-staticii Pentru studiul sistemului (LI)— (1 3), se pot lua în considerare (deocamdată) două metode* (O a treia va fi examinată în £(>,) Metoda directă- Se cunpgc: configurația corpului, coelicienții elastici ui materialului, și datele acțiunii exterioare (forțe de volum, forțe sau deplasări sau alte date la limită) Se cere să se determini- starea elastică a corpului (vectorul u tenaorii E si S)* Jfetoda i’arcrstt Se cunosc : starea elastică a corpului și - în parte — configurația sa, coeficienții elastici, datele acțiunii exterioare* Se cere să ве determine elementele încă necunoscute relative la ac|i unea exterioară, coeficienții elastici, forma corpului* Trebuie spus сЛ șl aceșt mod de a privi lucrurile este încă destui dc ik partal de realitate, Intr-adevăr, ceea ce cere practica, este de a putea determina diuLt un punct de vedere opU mal forma corpului dcslinat a suporta o anumită solicitare, materialul de utilizat, tehnologia de adoptat, tn etapa actuală, aceasta este adesea n chesUrnw de intuiție $i imaginație ingl-nvTeuseăT cart este mimai ііглтаШ de o nefîȚi'cnre a proprietăților mecanice garantate de soluția propuriL Lucrări tinzind spre adoptarea unor criterii precise de alegere eptimatu sîul dai arate școlilor lut W, Prager (criteriul greutății minimale a corpului), I M, Roblnuvlci (criteriul egalei reticențe a porților corpului), Z Wasiutlnskl (criteriul energiei de deforcuațlc minimatc pentru un volum dat) Din păcătui majoritatea rozullatdor existente plna azi sc referă mimat Ia teoria sîhIerni»lor dt bare Discuții critice ale chestiuniE, urmate de Indicații bibliografice vaster apar țiu tul M, Rettman ți G Șnpin) ț3]; Z Wasiutlnshl șl A» Stârnit ți]» Vezi L M ВаЫппѵісі IU; V, Komarov [1J; TP Mura el al țlj* O „teorie optimală*’ a elasticității este azi încă numai un ideal îndepărtat- Ceea ce se poate totuși facet este de a se evita ca o parte a corpului elastic să „lucreze’’ în condiții de suprasarcină, în timp ce altă parte să nu fie decît, prea puțin solicitată, întrucît este evident, că proprie S 2 PUNCTE OF, VEDERE, METODE DE STUDIU 127 tățile de rezistența ale ansamblului stol, in mare măsură^ determinate de rezistența părților sale cele mai slabe, cele mai solicitate, — se vede că este foarte important sa știm să determinăm, cel puțin pentru un corp de formă dată și alcătuit din materiale cu proprietăți prescrise, zonele de creștere importantă a tensiunilor față de anumite valori medii» Aceste zone se numesc zone de emicentrări ale tensiunilor și ele apar adesea în vecinătatea punctelor de aplicare alo unor sarcini concentrate, și a pune-telor de modificare Ъгпвсй a configurației geometrice sau mecanice a corpului (do ex In vecinătatea cavităților interioare, a discontinuități? lor tangentei sau planului tangent la frontieră, a suprafețelor sau curbelor de discontinuitate a proprietăților mecanice ale materialului etc ) O evaluare cantitativă a fenomenului poate fi dată cu ajutorul coeficientului de concentrare a tensiunilor^ care este raportul dintre o mărime caracteristică (de cx , tensiunea tangențială maximală, sau energia do distorsiune maximală etc ) în zona de concentrare — și o valoare medie a mărimii corespunzătoare în ansamblul corpului, sau întru anumită parte caracteristică a acestuia, sau în fine în corpul considerat în absența factorului care a cauzat, apariția fenomenului de concentrare a tensiunilor (do ex„ în absența unei cavități sau diaconii unități a tangentei Ia frontieră etc )» Pentru studiul acestei importante probleme, veiti monografia Iul JL Neuber [2| și arti*-cfihil informativ al lui E* Șlemberg [2| Ved de asemenea indicațiile din , coeficienții elastici cff, furțvle de volum F> 0 anumite condiții la limită Vom rețâne aci numai rele mai simple și mai importante condiții la limită, cărora le vor corespunde cele patru probleme fundamentale: Iе Problema lui Dirichlet: date fiind configurația geometrică, eoefi-CÎen ții, elastici, forțele de volum, și valoarea la limită (pe frontieră) a rectorului deplasare,, se cere să se determine starea elastica a corpului 12$ ECUAȚIILE ELASTIC 'ГТ AȚU LlNÎARE Cip 4 Nbtînd cu « r valorile la limită pe & ale lui u, avem deci uk - (D unde g este un vector, funcție de punct, cunoscut pe Porțiunile de pe Sf pe care g — 0 se zic a fi fixe 2° Problema lui Xeuniann : date fiind configurația geometrică, coeficienții elastici, forțele de volum și valoarea la limită a vectorului tensiune, se соте Bă se determine starea elastică a corpului Introducând relațiile (LI) în (1*3) hl pe acestea în (2 3 3), rezultă că poate fi obținut prin aplicarea unui operator diferențial liniar de primul ordin asupra lui w: de aceea vom scrie tf*(u)- Pentru expresia sa explicită, vezi (7Д 9) Ou aceasta, condiția Ia limită a problemei lui Ncumann devine = f, (2) unde / este un vector, funcție de punct, cunoscut pe frontieră» Porțiunile de pe & pn care / = 0 se zic a fi libere 3° Prohkma mixtă : date fiind configurația geometrică, coeficienții elastici, forțele de volum și valoarea la limită a vectorului deplasare pe o parte a frontierei, și valoarea In limită a vectorului tensiune pe restul al frontierei, fle cere să se determine starea elastică a corpului- Condiția la limită se scrie deci ffr = f pentru ^n^*=0 (3) Este vizibil că (3) conține drept cazuri particulare pe (l) și (2) 4° A patra problemă fundamentală : date fiind configurația geometrică, coeficienții elastici, forțele de volum și valoarea la limită a expresiilor Яг# CTnj (w)i5> + unde t4,, e( slnt funcții de punct, cunoscute pe frontieră — ве cere să ee determine starea elastică a corpului - în mod evident, cea de a patra problemă fundamentală conține drept cazuri particulare pe primele trei în afară de aceasta, ea cuprinde și alte cazuri — de mare importanță — în care de exemplu pe anumite porțiuni ale frontierei sint date unele din componentele tena Junii și unele din cele ale deplasări L în (1)^(4), valorile la limită se înțeleg în sensul din (1J 6) — (1 L8) f 2 PUNCTE DE VEDEHEL METODE DE STUDIU J29 Observația 1, în numeroase lucrări se vorbește despre „prima*' ți >,a doua" problemâ CiimkimcntalSL Prefcrthii denumirile date, similare ceior folosite în teoria ecuațiilor de tip eliptic Totuși, denumirea de „problema Neurnann" e abuzîvA : operatorul rtu este nid măcar un operator de derivare oblică, astfel că (2) nu este o generalizare nemijlocită a condițiilor curente din teoria ecuațiilor de 1 lp eliptic (Vezi (7 î 9> Vezi ți С Mirau da [i J, 4 L4 ) ObseevatIA 2 Condițiile (1)—(4) slnt condițiile ia Urnită ale problemei In cmiantflui ei* Cunoașterea altor dute la Umilă аг П sau superfluă, sau contradictorie (чтгі § 5) se rezolvă ecuațiile Iii tensiuni, corn poneii 1 tic defc>rtnațk-l ae obțin prin operații aritmetice, după care componentele dqilafăril se găsesc prin integrarea ecuațiilor gcouwli io Acest sistem se integrează fără nici ші ftd Л% ff + (5) Ținînd scama de faptul că sistemul (1 1)—(1 3), precum și condițiile (L)—(4), conțin numai operații liniare (întregi sau diferențiale) asupra componentei от stării elastice, se vede ușor că cantitățile Ut = -I- % = o^}’ + atz4?T r(J = a± : 1Г Weyi -■pentru metoda funcției lui Grccn (hichiztnd și erHtea punctului de vedere til lui Korn) Printre lucrările teren le, vezi I Ericksen , I3| (cart чіеіЬІІ*țtc raporturi noi între problema exhten-ței ț| cea o unicității); G Ftehera [i|f (cap 5 — unde chestiunile de existență ți unicitate sini considerate pentru cazul nrUnîar, cu iijutori il rezultatelor corespunzătoare din teoria liniară); ți In special V Kupradze {2|T |3), vaste studii гиргімгіші și cazul clina-mic unde Jiicdii neomogriie și anizotropc ele Lucrarea fundamentală a iui D Hilbert |l| n deschis drumul вргс utilizarea mijloacelor analizei funcționate; acestea au permis obținerea do rezultate definitive prin metode profunde și ii'liiilv simple, cure conduc totodată la algoritme de calcul efectiv O nniplă expunere а екен-bjunii este dat? In пюпо^гяПНе Ini S Mfblln ] 11, pentru lectura cărora sînt necesare unele rezultate ale lui K 1’rfeririv-hs și S Sobolev , (pentru problema iui Neumann); vezi ți — pentru o formă extrem de gcntrulă п а I guri t mu hi i — I, Babuska |1] ; tn fincT H Wcyl (metoda pro ier-liilcir ortogonale) și generalizarea dată acestei punct de vedere dccatre S Telemcn 136 ECUAȚIILE ELASTICITĂȚII LINIARE Cap 4 Indicam de asemenea un punct de vedere abșlract-funcțional mai nou în lucrărilor lui XV Prager ți J, Synge [11> J Synge [l|, reexpus dc C Pearson [21, capitolul 6 Aplicațiile și criticii posibilităților diferitelor metode aproximative (a lui Ritz, a Iul Galcrkin, a celor mai mici pătrate etc ) s int — dini т-un punct de vedere modern —st r ins legate de chestiunea existenței soluțiilor, de posibilitatea aproximării și evaluării erorii etc Printre monografiile consacrate special metodelor aproximative, indicăm (în afara lucrărilor lui S Ml hl in deja citate) Chi Tch XVang [t | (cap 6 șî 7) ; L, Kantorovici și V Krllov [1J, (cap 4); II Langhaar J2| (cu o analiză detailată a chestiunilor privitoare la ecuația lui Reis-sner — vezi mai jos, § 7); L Lelbenzon [2J (destul de imprecis din punct de vedere teoretic, dar conținînd un mare număr de exemple) Chestiunea convergentei diferitelor metode de tip Hițz, Gaierkin etch, utilizate în asemenea probleme, este examinată de N, Polșki Lib PI-A sc vedea încă și lucrările indicate în § 7, pag 150, cu privire la metodele vâri a ț ion ale Pentru diferite metode numerice, a se vedea B+ A Bondarenko [11; D Vainbcrg șl A, Sîniavski [11, Trimitem încă Ia indicațiile din § 8, pag, 150—151, și pentru problema plană, la cele din § 6 20, pag 481 ; § 6 21, pag 487; § 6,25 Atît din punct nl de vedere clasic, cît și din cel abstract-îuncțional, chestiunea teoremelor de existență și a metodelor aproximative depășește cadrul acestui volum §5 TEOREMA DE UNICITATE Să presupunem că pe o cale oarecare am obținut un sistem de funcții s(j? care satisfac atît ecuațiile (1 1)—(1 3), cît și anumite condiții la limită Este firească întrebarea dacă aceasta este soluție posi- bilă a problemei Un răspuns negativ ar însemna că sistemul considerat, împreună cu condițiile la limita însoțitoare, nu descrie complet fenomenul Problema unicității nu este banală, Гц special pentru corpuri care nu sînt masive (coloane zvelte, plăci plane și curbe), se poale ca, pentru anumite solicitări, două sau mai multe configurații de echilibru să fie posibile Acest fenomen e legat de pierderea stabilității unei anumite 'Configurații de echilibru Importanța teoretică și practică a teoremei de unicitate este foarte mare Toate metodele ■ce duc Ia soluția unor probleme prin suprapunere de funcții astfel alese Incit In definitiv să fie satisfăcute atît ecuațiile cît și condițiile la limită, se bazează tocmai pe valabilitatea ei în particular, orice soluție găsită prin îmbinarea de soluții după metoda inversă, sau cu ajutorul ața-numitei metode semi-Іп verse (vezi § 6) va fi — in acest cadru — singura soluție posibila Chiar metodele analizei funcționale, care duc Ia construirea soluției ca sumă a unei serii de funcții coordonate’', au sens (printre altele) datorită acestei teoreme, în fine, există numeroase ■demonstra!ii de existență bazate pe aplicabilitatea alternativei lui I-rod hol m — așadar in ultimă instanță tot pe teorema de unicitate Teorema de unicitate : primele trei probleme fundamentale ale teoriei elasticității liniare pentru domenii mărginite au soluție unică, dacă potențialul elastic este o formă patratică pozitiv-definită (G Kirchlioff și , §27 2) l 5 TEOREMA DE VMC1TATE J37 Să presupunem că avem de-a face cu problema mixtă și că aceasta problemă ar avea deuă soluții, notate respectiv cu (l) și (*), Ținînd scama de teorema supei poziției efectelor (vezi §2, pag 129), soluția-âije-reufă care se obține din (2 5), (2 6) pentru Oj = —ла = 1, verifică ecuațiile offio^ne ale elasticității, priit iu date la limită nule Not înd cu w£t Ey, țjy componentele acestei в tăn-diferență, avem deci Ш fli wlj,, = = 0 (2) Sa evaluăm pentru această soluție integrala 2SVl41v=ffi%E"dy' (3> Ți uimi seama de simetria tensoruhii tensiune și de formula Iui Gauss-Ostrogradskn (7 2 9), avem pe rînd adică, in virtutea relațiilor (2 3 3), (1) și (2): (5) Daca Ф este continuă (pentru aceasta, este suficient ca {{e0°(3r)) ți poritiv-deiinită, uimează Ф = 0, și deci £(j=3 0T în K- (6) Soluția-diferență descrie deci o deplasare rigidă, și avem c»’ = C|p, (î) Eventuala deplasare rigidă este de asemenea nulă îu cazul problemei Dirirhlet și al problemei mixte Dimpotrivă, in problema lui Neum&nn, soluția este unic detei minată numai abstracție făcând de o roto-translație rigidă infinitezimală caracterizată de 6 parametri- Putem asigura și aci unicitatea, impunând condiții suplimentare care să permită к ținerea, uneia din soluțiile posibile Aceste condiții pot fi de exemplu de forma, apropiată de (4,1) : а* X и d7 = 0, (S) 138 ECUAȚIILE ELASTICITĂȚII LINIARE Cap 4 Teorema de unicitate rămlne valabilă pentru orice condiții la limită pentru care soluția-diferență satisface egalitatea [«■»(«) '«lls = 0- (») Cu Teferi ce la a patra problemă fundamentală* aceasta impune anumite condiții со eficienții lor afiț btJ Teorema își păstrează valabilitatea pentru f nemărginit, pentru soluții care satisfac anumite condiții suplimentare la infinit (vezi M Gurtin și E Sternberg ; R Knops ), Teorema de mai sus tonstltuk in fond un сая particular de teoremă d la cazul problemelor dinamice (vezi ți M Guri in și R Toupln (1|) Chestiunea a fost reluată de J Bramblc ți L, Puyne , care ajung la concluzia că, ponlru 1 1 1 Unele proprietăți speciale ale frontierei* unicitatea este asigurată, dară [x-tfl, și v ii — ,1 J2 J (problema lui Dlriehlet); ve ] LI — 0*5 К (1 ■■A) 1 ], unde К este o con si antă a domeniu-tul, nulă dacă ’Z7* e stelat (problema lui Neutnann); ye — (problema ruixLij, Menționăm și rezultatele speciale li lo hd IL Kriops și extind er cu Icoremel de unicitate (hiij dc 1 lu diate de N Bellaev , volumul 1, Cft-p liedul 14; volumul 2r capitolele 20 ți 21; A L avc , capitolele 18 ți 19£ lu Pftnovko și I Gubamiva (1partea I; E Popov ; B, Gater к In |2|ț volumul 1 ; L Lelbenzon J2], volumul 1 ; studiile de elntccA nlc Iui J Gcckcter , H 68 bis ți 89, — privitei la Ivoriu generală precum șî articolele iui L* Erșov ți 11 ivlvv ți A, [șlinskii Щ* Vcil țl Indicațiile din W T’rager (2J, $ 1O -L în cadrul de valabilitate al teoremei de unici late, fenomenul defor-mației elastice este deci deplin descris de cele 15 ecuații (1,1)—(3*3): alte relații independente cart wă lege între ele mărimile ce caracterizează starea, elastică-, mi put exista Acest fapt justifică denumirea de «sin» complet dală sistemului (l l) -(1 3) In cadrul teoriei liniare, orice soluție a acestui sistem pentru condiții la limită de tip (2 1) —(2 3) (ți unele condiții de tip (2 4))* este deci soluția unită a problemei §ь PUNC7E DE VEDERE SIMPLIFICATOARE Cu ipotezele din § 4 1 to а mărimilor ce caracterizau starea sa Desigur, puteau fi studiate astfel numai corpuri de formă destul de simplii (bare, plăci), supuse unor sarcini destul dc simple, pentru a putea reduce problema ш studiul comportării anumitor linii sau plane în care e presupusă concentrata toată masa corpului, pentru a „intui” aspectul anumitor componente alo deplasării sau tensiunii etc- Samt-VerraM a reluat aerași ă tehnică în modul următor Să presupunem că dal ele de care dispunem ne permit să neglijăm unele componente ale stării elastice a corpului, sau să facem unele presupuneri asupra valorii lor Dacă aceste presupuneri simpli/icotoare sînt compatibile cu sistemul complet de ecuații și condiții la Hmild, alunei numărul funcțiilor și al ecuațiilor poate fi redus în mod corespunzător Soluția sistemului astfel redus, împreună cu funcțiile a căror valoare am stabilit-o dinainte din alto considerații, dă — în virtutea teoremei de unicitate — însăși soluția problemei Metoda a fost elaborată de Saint-Venant în studiul problemei torsiunii și încovoierii barelor cilindrice (vezi A Clebsch și B de Salut- Vciiant l J, notă finală la §22) Aceasta a constituit prima aplicare importantă a ecuațiilor generale ale elastici lății Faptul că relațiile astfel Introduse trebuiesc verificate din punctul de vedere al сотри H-hiliJițil lor cu ecuațiile $i cu condițiile la li mE Iu (ți eventual corecta te în urma ucr^tei verificări) deosebește mclmla semHirversft de metodele ile simplificare curent folosite In rezistența mâlc* rial el or Utilizarea dc soluții eventual aproximative, parțial cunoscuir, uneori cu precizarea șl modificarea lor ulterioară, dă conținutul concret al metodei și o deosebește de simpla idee de rezolvare a ecuațiilor „din aprunpc In aproape Privitor la chestiunea metodelur Inverse și ъепіПпѵепе vezi și P Ncracnyl [2| b) Principial lui Saint-lenant Sâ poate întimpla ca soluția si в ternului să fie relativ ușor de găsit pentru anumite date la limită, Și dimpotrivă, să nu poată fi obținută pentru alte date, numai cu puțin diferite de primele* Idoea firească a dependenței continue a soluției față de condițiile ln> limită (vezi sugerează ea probabil faptul că modificări infinite-aiinale ale datelor la limită sînt permise; dar astfel de modificări nu ne sini aci 0 In acest ca?h tensiunile In orice punct fix interior corpului sînt de un ordin de mărime mai mic în raport cu p, pentru p-rO, dacă sarcina pe fiecare porțiune solicitată a frontierei formează tiu sistem echivalezi cu zero — tiecît in cazul in care sarcina nu posedă această proprietate,M Mai precis, Sternbcrg demonstrează că, In timp ce In general deplasările» deforma ții Ic și tensiunile tind spre zero ca p* pentru p ->0, — ele tind зрі'ё zero ca p3 dară rezultanta pe regiunea de solicitare de pe fonticră este milti, respectiv Ga p1 dacă momentul rezufc tant e și el nul Un raționament similar conservă validitatea rezultatului chiar și in prezența sarcinilor concentrate; In acest caz, toți exponenții amintiți se micșorează cu 2 142 ECUAȚIILE ELASTICITĂȚII LINIARE CSP 4 Recent, R Tntipin » Punctul său de pornire e constituit de teoria corpurilor cilindrice, cu posibili-lăți de generalizare pentru corpuri oarecare HmiILatcte sM de tipul următore energia (unitară) acum viata într-un punct la distanța £ tie buza pe care este aplicat tm sistem do sarcini static echivalent cu zero descrește după o lege W(z) V/o E*xp {— (z — l)Acb «ude se ikjpinde de material și de forma cilindrului, iar i este lungimea cilindrului (Material anizo trop ) Pentru „norma" trasorului E se obține o relație similasă (Coipuri izotrope ) Un studiu asemănător pentru cazul pian aparține lui J Knowlts în fine, fi Keller fi] obține evaluări oarecum analoge celor ale lui Sternbcrg, dar intr-o formulare mai generală, și studiază și comportarea in vecinătatea punctelor singulare Mai sînt încă de menționat lucrările (contestate) ale lui G Horway , , precum și notele lui L Donndl și H* Matschhiski [Iț Ѵеиі de asemenea E Deutșdi , Articolele de sinteză ale lui G Djanelidze șî Z Klebowski [JL] furnizează o bogata bibliografic Pentru indicații referi toate la cazul anizotrop, vezi К Stemberg Rezultate pentru problema dinamică, slut date de B Bolcy , O importantă generalizare Ia cazul corpurilor vîsco-elastice aparține lui ’E Stcrnberg și S Al-Khczaie Ap licărea principiului ia corpuri care nu sînt masive cere o prudentă specială : astfel de ехеціріи, într-o placă subțire plană sau curbă solicitată de un sistem de sarcini static echivalent cu zero aplicai pe suprafața lateralii, se pot pune în evidență efecte ce se propagă In interior la muri distanțe (A Goldcnveizer în cazul problemei antiplane, vom тс veni asupra acestei chestiuni în § 5 10 (Pentru torsiunea barelor de secțiune variabila-, vezi și G Polojii ) Pentru cazul problemei plane, vezi §6 11 Principiul lui Saint-Vcnant a condus la ideea mult mai generală a satisfacerii aproximative a condițiilor la limită (inclusiv a celor formulate altfel de cît în tensiuni): verificare mini ai în unele puncte ale frontierei, verificare integrală, sau în medie paf i atică etc Pentru unele exemple, vezi L Leibenzort [Ș] („Metode variaționale7’, cap 6j Metoda scmiinveisă și piincipiul lui Saint-Vcnant, avînd inițial un cîmp ele aplicare restrîns, ocupa acum, sub diferite forme, o poziție dominanta în toate problemele privit oaie la rezolvarea efectivă a ecuațiilor elasticității § 7 ECUAȚ1ELE VARIAȚ1ONALE ALE ELASTO-STА71СП Numeroase fenomene pot fi descrise atît prin ecuații diferențiale, cît- și prin ecuații variat ion ale (adesea repiezc ntînd condiții de ex tremum pentru anumite integrale), A mini im în acest sens exemplul principiilor v ari ați on ale ale mecanicii analitice ECUAȚIILE VAKIAȚIONABE из Aceasta conduce la studiul anumitor funcționale (de obicei, integrale ce depind de anumite funcții) și al ecuațiilor lui Buler corespunzătoare (vezi de ex E Courant și D Hilbert , voi 1, § 4,10) Cele mai importante ecuații variaționale clasico ale teoriei elasticității sînt cele ale lui Lagrange și Castigli&no Vom studia aci ecuația lui E, Beissner , , , oare le cuprinde drept cazuri particulare aji Ecuația variația nală a lui Heissner Să considerăm ecuațiile (1,5)—(1 8) unde, pentru simplitatef vom serie sfJ in loc de — (w(J + «5Д Sistemul complet de ecuații este + P( — O ȘI sau încă (1) (Я (2"> unde jfț sînt funcții de punct, iar Ф este o funcție cunoscută de derivatele lui и în respectiv de S în (2") (eventual, și funcție dc punct) W unde £3 este termenul liniar în Bwf3 Sș^, iar -Sz3 ^ste cel pațratic, urmează că pentru ut = сг0 = va trebui să avem 33 = Bacă punctul staționar este chiar un extremum, 333 va trebui să păstreze un semn, constant în vecinătatea sa Să începem prin a căuta prima variație S3 &nb forma — evident nulă pentru soluția problemei — 83 = *t țțț [«•« +T ][Efj -9ф/а^] S^dV H- (7) + I» țț ÎM — *? (17) Scriind acum relația (8) pentru mărimile (So^ obținem (18) astfel ea introdacînd acum (17), (18) in (16), căpătăm 8»3 = - 2 ІЭД[(8 0 (24) ■z Prin urmare, soluția problemei (1)—(4) este nu numai o valoare staționara, ci chiar un mininiuni al funcționalei în deplasări 118 ecuațiile; elasticității liniare Cjp^ 4 Reciproc, daca în mulțimea funcțiilor îi( am găsit soluția w( a problemei de extremum pentru funcționala 3rJÎ atunci tensiunile cr0 definite de această soluție prin intermediul relațiilor (2") verifica atît ecuațiile de echilibru (1), cît și condițiile la limită în tensiuni (-1) In cazul particular У (condiții hi limita formulate numai în tensiuni), sînteni conduși la mmfwr гн-гіаі-іопМ a hti Хмдгаяде : (25) Amintim că componentele lui E trebuie explici late aci prin intermediul celor ale Ini ii Funcțiile u4 nu trebuie să satisfacă nici o condiție prealabila c) Principiul de marinnim pentru tensftmi Fie dat acum un sistem de funcții cr(J care verifică ecuațiile de echilibru (1) ți condițiile la limită de tip Neumann (4) (Un astfel de eîmp de tensiuni se zice a îi static admisibil ) Ținînd seama de relațiile (5) ш ț I) și (4), obținem desigur (U^ = 0, (26) 5 ceea ce echivalează cu relațiile (1 5)—(1 8) Definind produsul a doi operatori prin aplicarea lor succesivă, obținem ecuațiile în deplasări sub forma div tens и 4- JP = 0 (2) sau încă 2lu = F, (3) unde 91 = — div tens este produsul celor doi operatori considerați Ținînd seama de (1,1)~(1 3) și de relațiile de simetrie pentru și £uî înmulțind cu versorii î\ ai axelor și sumînd, obținem pentru (3) forma ceea ce dă forma explicită a operatorului 9L numit (Jjîcraforwl lui (pentru corpuri ncomogene și anizot-ropc) Obsehvațm 1 St* poate ticni un sLra c;â opcriitontl div este (în sensul teoriei operatorilor liniari in spații tfilbert) conjugatui opcratoruhii tens pe mulțimea v^cLoidlor ce satisfac uria clin condițiile la limilS (2,1) - (2 3) De aci rezult# posibilitatea de a face uz în teoria ejjis-ticitățlE d^ metoda numîlâ „a praicețiilor ortegonak'*, inclusiv de a demonstra pe această §8 ECUAȚIILE ÎN DEPLASĂRI 151 «file teoremele de existență pentru primele trei probleme fundamentale (Vezi S Mihlîn (4]» -18 —5-1; S Tefeman [IJ* LI Weyl ) Această descompunere a operatorului îț ■este analogă cu descompunea A = div grad^ și este ușor de transpus aci teoria corespunzătoare a ecuației lui Lapiace Pe de altă parte» яс poate derâțonștftț (făehid uz do faptul ей Ф este o formă p&tratitâi pupiliv^del'Jnită) că operatorul este pfețZJtlv-definit pe aceUați mulțimi de vectori De aci rezultă posibilitatea de a rezolva aceleași probleme (teoreme de existență și metode aproxi-malive, inclusiv convergența l Mihlln 12] - ^ Ac&stea sîrtt principalele сйі abstract-funcție na te spre studiul ecuațiilor elasticității* în practică, tic apar adesea legate de unele din ecuațiile din § 7 Dacă Ж este omogen, structura operatorului W se simplifică ■ ț-inînd ■seama că =0, ecuația (4) devine = 0 (3) b) Sistemul ecuațiilor lui Lame pentru corpuri omogene și izotrope In acest сай este mai eomod sa stabilim direct ecuațiile corespuuză' toare Anume, intre ducînd (3,3 18) în (1 2) ți utilizîhd (1*1), obținem pe riad (cbservînd că 0 = wbJ): fn t = Ш»+ И«м, + + U + intrucît (Ă h = (t — 2ч) l, sistemul 0 2) se poate scrie + (1- 2чрад„/( + =0, (6) sau încă, sub formă vectoriala: Au -h (1 — 2И”1 grad div и + pr1 F w 0 (7) Acestea si ut ecuațiile lui Lame (pentru corpuri omogene și izotrope), stabilite de către G Lame și B, Clapcyron și publicate în 1828 Pornind de la considerații asupra forțelor intermoleculare, ele fuseseră obținute încă în 1821 de către L Na vier , dai' numai în cadrul teoriei rariconstaute (X-^ : OijsehvațiA 2 EcitațliJ^ (7) își pierd evident sensul pentru v —■ 0,j Diir în acest c;jz» йѵріц și fi — div u = O (vezi § 3 4* pag 02), ceta c:e reprezintă o nouă ecnație Sistemul modificat ce se obține pesitru aeeâslâ șț^re-liinită a fost intens studiat, Inclusiv pentru cazul teoriei nelb uiare» al еогрпгііог ucomogenc ele Veai de exeniplit J Fiika [LțT J Golecki L Tolo-кофШсоѵ [I] Sistemul (7) este un sistem de trei ecuații cu derivate parțiale de al doilea ordin, lin iar, cu coeficienți constanți* Compari nd ec națiile (7) cu (3), rezultă că pentru corpuri omogene și izotrope avem 152 ecuațiile elasticității lini лее Cap 4 Ш = — div țens = — jț [Д-j- (I— -vp1 grad div]; (S) așadar, operatorul lui Lame are în acest caz o formă extrem de simplă Se poL da ușor uncie forme echivalente ale ecuațiilor (7) A mm ie, ptiliaind operatorul î,nabla'J al lui Hamiltun, avem inai iutii div U = V ■ UȚ grad Ф V$3 Д în condițiile ( 1,9 12), pe care le vom scrie (inte rvertind cu j) sub forma 4 £Ji- A (2) Aceasta dă ecuațiile dc compatibilitate sub forma !’ CTSJ( ib — [^/(i + v)] [3v©iiJt + — 8іЛѳ j 4 ™ (3) § w PROPUIETATI ALE SOLUȚIILOR 153 Aceste ecuații sint foarte incomode— dar pot fi simplificaie cu ajutorul ecuațiilor statice (1 2) Intr-adevăr, dacii în (3) Inăm Д = /г, căpătăm mai iutii “T ~ — [v/(l v)J [^Ѳ, ы ■; GJ fj K(-), m sau iacă, după calcule elementare — in care se t-îne seama de faptul că д'А1да\дхь = A, с Ѳ, З л = 3, precum și de ecuațiile (1 2) derivate în raport eu a; si я,: Да,, + (l + ѵ)“‘Ѳ u = v (l 4- ДѲ - ru -i\, (4) Pentru a calcula pe ДѲ, este suficient sii luăm aci i = j T și ulterior de J* Michell (pentru F =£ 0), Sistemul ecuațiilor în tensiuni pentru corpuri omogene și izotrope cate deci alcătuit din ecuațiile (1 2) și (6) RezoMudu-I, căpătăm valori ale deformațici pentru care ecuațiile geometrice pot fi integrate, (Dacă X este multiplu conex, trebuie Aă verificăm și condițiile (1*9 17) ) Dacă ecuațiile ( i ecuațiile problemei, nu raționament analog coiuluec la o problem* cu ecuații niomog$ri£, și condiții L| limită omogene Soluția f) are un marc grad de arbiirar— ce permite de altfel determinarea ei relativ simplă De avi rezultă un grad de arbitrar similar în determinarea soluției (") corespunzătoare, căci numai suma lor trebuie să fie unică Aceste raționamente rămin valabile pentru corpuri ncomogene și anizotrope EXEMPLE, 1" Forța дгарііп{ішгаІй A legi ml drept, лха Oij verticala a&reiufentâ, avem F ■■ — p g 8^ Ecuațiile (9 6) slut deci omogene Alegtnd drept soluție (p) ааз == P 0 datorită faptului cil Iuți termenii căpilUiți ctnițlu In ^factor'1 operatorul ^i;i în fapt, lucrurile se petrec си 0 cum i 13) ar fi nn state m algebric, li curul soJupe exbtă dncil ți uLTinai dacă Dct = 0* De uri rezultă că toate componentele ir - >t dcci+ după derivare, erree componentЛ o a stării elastke — verifică rcuulin liniară de urdlmil șaset cu coeficienți constanți: net lTtJu = 0 (14) Rezultatul din (fi), (10)» deși г«л//яІтаі simptii, nu este dtcil un cai particular al acestui rezultat general, aparținlud Ы origine Iul I Fredholm Щ (Vczt ți E 1\rimei- Jl) > Pentru anumite razuri particulare, vezi indicațiile din > 7,4, pug, 529* Folosind si formule ulterioare din (12 11) ți fâcliid uz ți de (1 7-6)* (1 8 10) țl (1 8 11)* se găsește In particular pentru cazul corpului omogen și izotrop Aaj 0 — ceea ce c mat puțin dcelt (P) (10), * ) Potențiali întrucît componentele defonnației și tensiunii se obțin din cele ale deplasării prin operații arii met i ce și de derivare, ne vom limita la studiul acestora din urmă, O funcție (sau sistem de funcții) a cărei cunoaștere permite determinarea tuturor funcțiilor căutate intr-o problemă dată, prin operații dintre care cea mai complicată este cea de derivare, poartă numele de potențial al problemei considerate*)- Privind componentele deplasării ca potențiali și ținînd seama de teorema lui E, Almansi , [:2 | și >L Nicolcseu , care afirma ea orice funcție peliarmonlcă de ordin n poate fi reprezentată prin intermediul a n funcții armonice, conchidem că toate componentele stării elastice pot fi reprezentate (pentru F « 0} prin potențiali armeniei Aparent, numărul mini ni de astfel de funcții armonice este de tî, în capitolul 7 vom vedea ей problema poate fi redusă (pentru F = 0, v 0,25) la cea a determinării a numai trei (și uneori două, sau chiar numai una) funcții armonice, hi cazul particular al unor probleme in rare intervin funcții, de numai două variabile, aceasta deschide drumul spre1 uri lizarea teoriei funcțiilor de o variabilă complexă in teoria elasticității (vezi cap 5 și (i) în unele împrejurări au fost determinate (istoricește, mai devreme) funcții (nu ucu parat armonice) care permit prin operații de derivare defer- *) A nu se Confunda cu poUnțlulul elastic »l» -''JO), 4 și deci fii = dujdt = dujtil -E (dirj/df) (I") Dacă produsele din (] ") sînt suficient de mici față de termenul liniar (ceea «t este adevărat pentru viteze dc antrenare suficient de mici ale rețelei dc coordonate materializate d r‘/d/), atunci (1") coincide cu (li'b Notînd prin puncte dispuse superior derivai ele parțiale în raport cu Hui pul, putem lua deci (2) Un raționament analog permite să obținem pentru componentele accelerației valorile astfel că ecuațiile dinamice (linia iriza te) ale lui t a-uchy iau forma ®(u + ^ “ рй de uade, ca în (3,6,3) — (3 6 7), șj ținmd scama de (3), obținem (?) (8) STRUCTURA SISTEMULUI DE ECUAȚII 159 Ргіійф inttginlâ dîn (8) se scrie к, unde К esțe energia ciiulîcă Loialii a corpului la m&menlul /: к=4 да ) O, o schimbare de variabile în care sc ia a-J — o conduce la condiția ea pe hipersuprafațu 2 pot fi căutate numai printre suprafețele caracteristice Interpretând una din variabilele independente drept variabilă-timp, oriee suprafață / = 0 poate fi privită ca o suprafață mobilă într-un spațiu corespunzând variabilelor rămase Se poate demonstra că viteza cu care această suprafață se mișcă — care se numește viteză de propagare, și care nu are nimic comun cu o eventuală viteză de deplasare a particulelor materiale — are valoarea »=-//Ke7j (3) Pentru orice undă ordinară, avem deci n » = -«/«, a* = £ * (4) 1 Să considerăm acum un sistem de ecuații еѵаяІііпіаге de ordinul al doilea "P * = 0 (5) pentru m funcții w, t Același raționament ca mai sus arată că, pentru date Cauchy pe = 0T teorema Cațtchy-Kovalevskaia își păstrează valabilitatea dacă Det (6} pentru д?! = 0 Pentru date Cauchy pe hipersupratața w я2Ѵ + t®„) = = O, aceeași schimbare de variabile independente conduce la un sistem de forma ejf и+й « * + ••♦ =0f (7) unde coeficienții Дг = (8) au rolul unor coeficienți a” în noul sistem de coordonate Condiția (6) devine Det [A( J o , și deci ecuația ce definește suprafețele caracteristice este Det [AJ =0 (9) Dacă (9) ни posedă soluții reale, sistemul se numește de tip eliptic b) Ecuațiile lui Lame dinamice și statice Să amintim acum ecuațiile Ini Lamd dinamice sub forma (11 14): + (X + p) ѵд ЬІ - py, — 0 162 ECUAȚIILE ELASTICITĂȚII LINIARE Cap- 4 Acest mtem conține 3 funcții de 4 variabile independent с #]f т ,, гг, / Să-1 transcriem sub forma direct comparabilă cu (5): H4- (X -h p ) S,„ P Juiif-F =», (10) astfel că avem (penti’u j, A, li — J 32?3): ®r? + (Ă H- 8^ 8$, й“ = — p (11 ) Jntroducînd (11) în (8), obținem pentru i, j 1ДЗ (indiei referitori la numărul de ecuații și funcții, nu de variabile independente) : „4|Э — (X + p) a (J } as, deducem din (9) și (12) Del [AJ = EU + M !>*’ - i (13) Suprafețele de discontinuitate de ordin 2 și superior posibile, vor fi deci soluții ale ecuației (Ă + 2[i) tza — p6a = 0, (14) sau ale ecuației — pM* 0- (15) Vitezele de propagare respective vot fi egale eu Așadar, intr-im corp elastic omogen izotrop nemărginit, se pot propaga numai unde care sînt soluții ale ecuațiilor (14), (35), singurele viteze de propagare posibile fiind cele din (3 6), Dimpotrivă, în cazul corpurilor mărginite — în cure un rol esențial îl joacă condițiile ce trebuie satisfăcute pe frontiera carpului și în care apar și unde reflectate — tabloul nu mai e nici pe departe atît de simplu Un studiu detaliat al comportării vectorului deplasare în vecinătatea suprafețelor caracteristice arată că în vecinătatea suprafețelor de tip (14), vectorul и este dirijat după normala la suprafața w — 0 ; dimpotrivă, în vecinătatea suprafețelor de tip (15), и c conținut în planul tangent la й = 0 în mod corespunzător, se spune că avem de-a face cu unde l^nffituâi^aler respectiv transversale (vezi de ex, V Smirnov [21, voi 4, jjcL 165) Cantitățile (LG) se numesc vite^elâ (longi- tudinală, respectiv transversală) în mediul elastic* Dacă avem de-a face cu o bară cilindrică de tipul celei examinate în § 0 2 (vezi și § 3 4, pag flO), putem aă nu ținem seama în primă aproximație decât de deplasarea longitudinală și de componenta J 12 STRUCTURA SISTEMULUI DE ECUAȚII 163 и tensiunii (axa O ra fiind aci paralelă cu generatoarele) Ecuațiile (11Л) — pentru jP = 0 — ee reduc la o ecuație unica a3Sia — ptâț — 0, sau îneăj ținînd seama de (0 3 5): Jî ™0> (17) Din (I) obținem viteza de propagare a undelor longitudinale intr-o bani cilindrica ra = V£/p, (18) cave poate fi măaurată eu mare precizie, și permite determinarea lui Л pe o cale cu totul diferită de cea descrisă în §0*2* Ș'i calculăm vii exemplu — vitezele cjP ta, r0 pentru otel Ținhid âemna de valorile din tubcla din £ ЗЛ, pug 05, precum și dc valoarea dinsiiiiții (a nu se confunda cu greutatea specificii!) p — (7*8 g/cm3): (0S1 cmfsec’), se tfiteețte г, 6100 mfsec, cs = 3300 m/яес = 5050 in sec (19) Să trecem acum la cazul ecuațiilor lui Lamă statice Pentru aceasta, o suficient ca iu raționamentele de mai sus să anulăm derivatele m raport cu timpul* Ecuația (13) este acum înlocuită cu p- (X + 2p) = 0, (20) ceea ce arată că ecuațiileelastonataticii sînt de tip diptic (Ecuațiile elasto-dinamicii sînt mai greu de caracterizat: vezi I Petrovski , § 2 16, pcL 6 ) Cele de mai sus an o însemnătate considerabilă Din ele rezultă că studiul matematic al problemei dinamice a teoriei elasticității eate prin* fipM diferit de cel al problemei statice* în particular, se stabilește astfel o legătură de esență între ecuațiile clasto-,staticii și ecuația Lui Laplace (cea mai simplă ecuație de tip eliptic) pe de o parte, ecuațiile elasto-dinamicii si cea ti propagării undelor (cea mai simplă ecuație de tip hiperbolic normal) pe de altă parte (Vezi și mai departe, § TdL) în cele со urmează, ne vom fixa atenția exclusiv asupra problemelor d aticii, pentru care numeroase rezultate si metode din teoria generala a ecuațiilor de tip diptic pot fi aplicate sau generalizate Vom reveni asupra acestui punct de vedere în capitolul 7 Subliniem totuși că legătura directă dintre ecuațiile clasto-staticii și ecuația lui Laplace deschide drumuri mai simple de studiu — valabile însă numai pentru corpurile omogene și izot rope, în timp ce proprietățile ce decurg din caracterul do elipticitate al sistemului de ecuații au o aplicabilitate mult mai largă* c) Indicații bibiiografice Există puihlvnu1 dinamice pentru care soluri poate fi obținută prin mijloace elementare (Vezi cit? eor M, Filcmenko-Borodjci [IJ, Cap 1; S Tîmoshenko ți J Goodfer [11, cap 15 ) Dlu deosebirile dc principiu ne obliga sft excludem chestiunile de dinamic ! 'lin ecle ce urmează, TCUAȚITLE ELASTICITATE LINIARE Cap 4 Ш Pentru inicrmuțli asupra acestor probleme, vezi M Biot | H, cupitaJiiI 5; Li Kolsky , capitolele 12? 13» ți 20; С, Рейгзоп 1|; I Sncdduii ți D Bcrry П1+ capitolul E; K Svratnger [Ițț O* Tcdonc , H U ți 16; E Trefftz ж capitolul 9 Problema existenței ți unicității soluțiilor este studiată, intr-un cadru foarte general, de V, Kupnuizc UJ — Articole de sinteză, cu bngate indicații bibliografice, aparțin iui J Duviil (unde de țoc); V Gogoladze J1J (cu prezentarea lucrărilor fundamentale ale lui V* Sniirnovși S Sobolev) ; J Goodîer J4J, 5§ 10-I2;B НІИ ; N Zvolinski j 11 (medii neomogene» iiicdii-samhvich, difracție} Teoria n elin iară este analizată In detaliu de C, Truesâell (veri |1 C, Truesdell ți W Noii și N Cri Hl eseu (corpuri plastice); S Hunter |l| (corpuri vi&co’clasiitc) j M Musgrave [Ij (corpuri anlzolrope) Transformi ii le integrale fitnt folosite pentru studiul a diferii sînt componentele momentului rezultant față de originea 0, Daca 6S =(= 0T și dacă pentru un punct oarecare avem ® X atunci pe axa centrală M = 0 (căci — 0, șî pe axa centrală Л || 62j în acest caz, sistemul este deci static echivalent eu o forță aplicată intr-un punct oarecare al axei centrale, și dirijată în lungul acesteia ț axa centrală însăși poate fi acum definită ca loc al punctelor în raport cu care Л = 0 Cele de mai sui sugerează construcția următoare Să descompunem fiecare forjă ce acționează pe baza = І, într-o componentă tangențiala și una normală Sistemul sarcinilor tangențiale arc deci o rezultantă ~2D îk»“ Й(%'3 г) AD = °' atunci vom spune că ele sînt supuse la încowiere 4S în fine, similar cu ((?)? dacă secțiunile se rotesc în medie unele față do altele în jurul unor axe paralele cu O#3, așadar dacă ~ч ~ (A (^I î "W-J, 1) d/7 — ^12 3 d, ( i ) 2D d#a D atunci v om spune că ele sînt supuse la tomw în general, vom avea de calculat parametrii sg, «;\LT tuJJiiU ș i ) întrueit tu? referim mereu la secțiuni normale, vom scrie simplu „tensiune într-un punct”, subînțelegtnd tensiunea pe elementul de normală Охл ее conține acel punct Din (6| se obțin condițiile la li mi la Pentru т3 l avem a31 /1 1 A> п33~/з» U) unde cunoaștem numai rezultanta xi momentul rezultant corespunzător acestor sarcini* Pe suprafața laterală avem aa— О, яаи, întnieît această suprafață este liberă ; 4- = O, -h = O, + F3e»t = O, (8) (9) $3 ECUATILZ PROBLEMEI ANTIPLAME 173 Pe baza = 0, condițiile sînt de același tip cu (7); în fapt, ele nu vor fi idilizate (vezi mai departe, § 10), Problema antiplană constă în rezolvarea sistemului (1), (2) cu condițiile la limită (8) și ou cele ce vor rezulta din (7) Configurația speciala a corpului, șî faptul că suprafața laterală este liberă, sugerează posibilitatea de a neglija anumite componente ale tensiunii Astfel, pe direcții paralele cu Oi\ sau Oa^, este evident că pe frontieră avem nn = cfm « a3a = O Întrucît avem d(^) unde a( sînt constante reale, încă necunoscute- în locul termenilor în #a (nuli pe baza ze3 = 0), să punem în Evidență termeni în l (nuli pe baza #9 /), Sft punem in evidență și coordonatele (xț, j?g) ale centrului de greutate al secțiunilor Cu aceasta (12) devine стза — (-'-a 0 [ai(^i -ri) 4" (л'а яѵ)]' 4" Рз* (ІЗ) unde termenul de forma aa( ira—i) lipsește; un astfel de termen ar corespunde unei sarcini nule pe baza = f, și constante și diferite de aero pe baza = 0, așadar unei șarcini sub acțiunea căreia bara mi se poate afla în echilibru* Ecuația (2) pentru i = j = 3 rezultă acum verificată identic Introducând (13) in cele două ecuații (2) ce mai rănim, precum și în a treia ecuație (10), obținem m definitiv un sistem de trei ecuații: ^31 1 + CT32ha 4“ ^1(^1 —я?) + ®î(®î — #") ₽ 0, (14) A*®ț -h (1 4- v) 1 « 0, Дст„ + (1 ф *!)-1аа=0, unde cr31T aM sînt funcții de #lt 3fgl Sistemul complet (1), (2) a fost astfel descompus intr-un sistem pentru a33 — permițind determinarea sa sub forma elementară (13)— , și sistemul (14) Ecuațiile fizico-geometrice se obțin introduciud relațiile geometrice (4) în legea lui Hoakc (3) și ținînd semna de ipoteza (fl): Integrarea ecuațiilor (15) este întotdeauna posibilă ЕС U Л J 1T1 -E PHOBLE MEI Л NT1FL А NE 175 Condițiile U limită se obțin introducînd (9) în (8), și ținînd seama că sînt cunoscute rezultanta și momentul rezultant al funcțiilor (7) Din (8) se obține o singură condiție relativă la funcțiile din (11): ^31 ni + °33 »i — 0, (16) Intrueît funcțiile din (14), coeficient ii, și condiția (16) sînt evident independente de rt?a, rezultă că problema integrării sistemului (14) eu condiția la limită (16) poate fi studiată în secțiunea Sf a bani, iar condiția la limita (16) trebuie să fie verificată pe & îr (Dimpotrivă, variabila іг3 este prezentă in (15)0 Pentru a putea utiliza datele la limită (7), să calculăm rezultanta și momentul rezultant al tensiunilor ce apar pe baza я5 = 7, sau chiar, mai general, pe o secțiune oarecare a?3 = const Vom nota componentele rezultantei cu = aa,dD, i = L, 2, 3 ; (17) a? componentele momentului rezultant în raport cu un centru de reducere (;ГІ , j #5) ѴОГ fi = Ц [( este limpede că sînt componentele momentului rezultant al sarcinii /, din (7), așadar sînt mărimi cunoscute* Cele cinci relații (21) — (25) permit determinarea constantelor a1T aaf P|, pftJ p3* Pentru aoeaeta este suficient să luăm j?3 — l in (24) și (25), și aă ținem seama de (27) Cu aceasta, 5 din cele 6 condiții date sub formă integrală pe baza № І sînt folosite, și ele determină complet sub forma (13) Problema se reduce acum la rezolvarea sistemului (14) pentru tensiunile a31 și (unde R și M se numesc rezultanta complexă, respectiv wifrirnlul îmco-voietor complex al sarcinii exterioare) și funcțiile 1 (5* d) — PROBLEMA ANTIPLANÂ Cap 5 întru cil ele sînt de clasă Ca, rezultă că ele sînt funcții armonice conjugate, astfel că a treia reiat ie (5) se нетіе ’bkit *<> 4“ ^з) = u(b ^s)' (19) Din primele doiia ecuații (3,15) obținem, utilizfrid (A 4 G) sau (A,4 6): Ut = ^Ж3 (30) Introducând aci expresia (7) și țmînd seama de (19), putem separa in primul membru un termen funcție de i și a?3T iar în cel de al doilea, un termen funcție de д și ;?■,: Uu + (v/E) [(^ 0 « H- p]л — (v/fî) [țc3 -I)N-rf pa] = = - UM- - b/Я) [(^-/) et + ple + (v/£) [(^-/) c + d- 0a] Valoarea comună a acestor două expresii trebuie să (ie o funcție 0(a?a)f care satisface condiția așadar este de forma i/(#3)T unde f( ra) este o funcție reală, necunoscută încă în felul acesta, relația (19) se serie U4=0, (21) iar relația (20) se înlocuiește cu Utl = — (v/^> 4- p|i + (ѵ/Я) [(^-Z)C 4 + + І/0М- (33) Mai departe, înmulțind a cineea ecuație (3 15) cu i și aduni rid-o cu cea de a șasea, obținem Ut> = -2*м + (23) Trisfîrșit, a treia ecuație (3 15) se scrie *Ц,з - (1/2К)(®3-1) («j + «î-2e) + (W)(p5 + ₽j-2d) + + h/* (24) Dispunem deci de sistemul ecuațiilor fizico-gcomotrico sub forma (21) — (24); primele trei din aceste ecuații dau derivatele parțiale ale funcției U tu raport cu variabilele 5, a^ b) Conip»ibtnfa secțiufiilor Putem trece acum la caracterizarea comportării de ansamblu a secțiunilor, eu ajutorul criteriilor (2 4)-(2 7) Avem mai iutii Eai + i e32 = (1/2 p) g)T Еэд = (l/А) aas ț (25) ECUAȚIILE IS VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 181 astfel eăT utilizînd (3 1 7) și (4), obținem tJi H- 1 (VИ*) (^/^)t e”a -s== (1 / /5) (6G? j/D) • (26) МЫ departe, din (A L3), avem evident Ц-І«аа₽ 7j" [(**з, i гЬ,з) + і(*а,г“ wa*s)î = ***** de unde, ținînd seama de (23): зі 4" î^ai ~ “ (1/- И-) a) * (27) hitrucit Г nu depinde de din (27) și (24) avem pe rînd (w3i + *^aiJ+3 2азтві = (®/-®) (-^“0 4" (P/^)î intrueîti aceasta este o mărime constantă pe orice secțiune, ea este egală cu media ei: (41 + І4Д3 = f«/W3~l) + (fW (29) în fine, formula (1V4-5) permite să scriem a șî integrînd pe &Jf căpătăm de ari a>ÎM = (ѵ/Ь7) Im (и j0J - /'(a?3) (31) Formulele (26), (29) și (31) caracterizează starea secțiunilor, chiar fără rezolvarea prealabilă a problemei (cu excepția relației (31), iu care intervine Дж3)) Sl area de întindere-compresiuni depinde numai de existența unei componente rtg3 bir cea de alunecare, de existența unei componente R ^0 Starea de încovoiere depinde de canlilațile ot si Șt și prin urmare de Л, M și Starea de torsiune poate fi cunoscută numai (-imoscjiul funcția/(x3) (vezi mal departe §8, pag* Э01) Starea de întindere-compresiune* starea de alunecare și acea componentă a stării de încovoiere care depinde numai de M și 6Sa, nu variază în lungul barei Pusă sub această formă, problema antiplană se rezolvă într-un mod unitar* Cazul T = 0 este elementar Dimpotrivă cazul T 0 este neelementar și necesită rezolvarea efectivă a sistemului (16), 182 PROBLEMA AKT1PLAKA Сйр 5 § 5 BARA CILINDRICA ACȚIONATĂ PE BAZE DE SARCINI NORMALE în acest cadru intră problema întinderii (cea а compresiunii diferă de ea numai priutr-o schimbare Kistanatică a semnelor) și ргсЪЦтл încovoierii pure Avem de integrat ecuațiile (4 16) cu condiția la limită (4 17) pe = f r ££ ні cu condiția integrală (4-ld) - iar apoi ecuațiile (4*21) — (4 24) ' Bara este solicitată pc baza a — — 2 ил K f (7) «з з (W) (M + Pi - 2d) + (^E), (8) ( alculînd din (6) și (7) derivata mixtă U,3I și egalînd valorile obținute, căpătăm І/'(Л) “ -2«ііь De aci urmează /Чг3) = Д«а = 0, (9) de unde deducem mai intîi, notînd cu C o constantă 'reală : /(*>) =■■ C (IO) $5 HAZ1E ACȚIONATE DE SAHClNt NORMALE 183 Integrind ecuația (8) in raport cu ai3, obținem «3 = (L/aAT)(Șs+ [Ц -2rf)ur3 + (^^ +(11) unde t^L este o funcție realii necunoscută Din a doua ecuație (9) conchidem că este armonică, si deci poate fi scrisă ca Witef s) = *Mj) + *Mă) ■ In felul a ceștii, ecuația (7) devine acum u3 = -(₽/в)я3 - 2 înțelege mai bine fenomenul, vom determina, și rotirile fiecărei secțiuni în parte, ținînd seama și de deplasarea rigidă (așadar utili zînd formulele (5 14), (5 16), și nu formulele (5 18)) întrucît avem R = — o și 1 = 0, din (4 26) deducem Mai departe, introducînd (5 14) în (4 27) avem p = (2/S) p3 = ^A (7) asliel că unica componentă nenulă a tensiunii este determinată Din (5 4) obținem in general — 7 Hi l 41 -2Î îl -'i»W~«g)(J! + Л1 flB (8) bi ba bâ L j iar în cazul particular al axelor centrale principale (jp? = я* = f12 =a 0T = 4 ? M* După cum rezultă din (1) și (3), secțiunile slnt supuse la întindere și încovoieri1 Dacă 3, =3oi atunci [3 = 0, si bara este supusă la întindere pură în acest caz, din (5Л), (5 18) și (7) deducem — în axe centrale: - ' i —1 ~ ' ț U ț — - Д?^, ( IO) D ED ED^ ED c) Sarcină static echivalentă cu un cuplu de moment M Tn acest caz avem r /й( = Л» = ® t M 0 , unde M nu depinde de alegerea centrului de reducere Din (4 12)ț (4 15) și (3 23} avem acum a = 0, р = (2/8)і(Г0Л1 + IM), ^ = 0, ceea ce determină unica componentă iiemilâ Pentru a obține componentele tensiunii și deplasării sub formă reală, să f&cem uz de valoarea Ini p din (12) în axe oarecare obținem de pildjl rfj Elemente geoinefrice eseufiate, la інеогоіеге îu cele ce urmează, ne vom situa în cadrul teoriei clasice a încovoierii pure pentru bara raportată la axele centrale principale de inerție ale lui S (așadar Ao — 0, = 0)* Proprietățile geometrice despre care vom vorbi nu depind desigur de alegerea axelor Din (12) obținem mai întîi BAZE ACȚIONATE DE SARCINI NORMALE 187 Formula (15) devine sici ^зз = ‘ ,r3J (17) інт (li) sc reduce după calcule elementare— la "I = 4{ fî/,) 1 J,; + vi’r‘ 1 «a = —(J/tJEIt) [од + 'Чод — ОД)1 + ѵ(-^3/Иг)ОДОДі (18) 3 - L- (Л^кі + Da aci sg obțin ușor componentele stării elastice in cazul particular al momentului dirijat după una din axe L^/t = О яаи J/Ly — 0) întrucib ал cm d(£’XJ caracterul deplasării in ansamblul ei este sirius legat dc caracterul deplasării liniei centrelor de greutate Luînd in (18) — ra o, obținem pentru aceasta и* = -L ■ (3i) Din (17) deducem că există un al doilea plan important — 0, (22) pe care oaa 0 Dîn a treia ecuație (ЗЛ5) urmează că pe planul (22) avem și £33 9 At est plan este perpendicular pe planul de încovoiere, și se numește plan neutru* Dat fiind câ axa UxB este onxoulală axa О14 csU1 verticala descendentă (vezi fig îkG l), in cazul unei sarcini echivalente cu un cuplu 0 dirijat dupâ Or;t planul de іпссн voi ere este planul vertical; din (19} rezttfld nj dT jșadar centrele de curbura In lungul liniei elastice sînt Îndreptate spre direcUa valorilor -rx pozitive Dimpotrivă, daci - 0± planul de încovoitiv esle planul orizontal ți uj : U ceea ce Înseamnă eâ centrele dc curbură blnt Îndreptate sprt direcția valorilor negaiive 388 PROBLEMA ANTIPLANA Gap 5 ; (fa* ’ /vet? /с/ere în p/ г^ /л pfanuf veriîcsf Fig, 5 6J Amintim (vezi de cx G Vrănceanu , voi 2, § 14Л) că raza de curbură pc și torsiunea rc ale unei curbe în spațiu sînt date de for-ni uleie p = (A2 + B* + Ca)/dA d^t d2#! d3#j d2#2 d2#3 » (23) d% da#a unde A, C, sînt minorii formați cu elementele primelor doua linii ale determinantului A Ținînd seama de (20), obținem acum A = CAW (d^)», B = - (MEIJ (d^)3, C = 0, p-2 = [(J^jE^ + (ЩМ/] (d^/dtf Întrucît avem (te — /da?i + d4 + d®| = |/1 + lU^i/^G)2 + (^72/Ei2)3j 4 d#3J vom nota p-2 = + (^5/в/ал și vom transcrie (25) sub forma pc1 = po-1 (1 4- pq M) 3/a- (25) (26) (27) (38) Atîta timp cit deplasările nu sînt foarte mari, avem evident #3/p0 relațiile importante: Pi1 = J/Ц/ЬЦ, pa1 = — J/Ц/ЕЦ, po - = pf" + p2 (29) (Intervertirea axelor 0^ și О#й în orice formulă in care intervin momentele, se face ținînd seama și de necesitatea de a schimba semnele — datorită faptului că sistemele ()тѵм л șl nu sînt de aceeași ori- entare ) Să clarificăm semnificația primelor două relații (29)* Cantitățile pu pa sînt parametri cu caracter global, ce caracterizează comportarea de ansamblu a barei Ei sînt determinați ca produse de factori Jă (dcpinzînd de material), sau L (depinzind sub formă globală de configurația geometrică a secțiunii), și J/Ц sau j/[2 (depinzind de asemenea sub formă globală de sarcină) Acest fapt permite evaluarea separată a rolului sarcinii, materialului, și geometriei secțiunii* Cu cît razele o1? рй sînt mai mari, cu atât bara este mai rigidă (vezi (19)) Mai departe, din (29) se vede că cu cît llț f2 sînt mai mari, cu atît pentru o sarcină și un material dat - bara se va depărta mai puțin de la configurația inițială (rectilinie) De aceea, mărimile și L se vor numi rigidități geometrice lu încovoiere pură Mărimile și А/г se vor numi rigtâitâft Ja încovoiere pură O relație analogă cu (29) apare In studiul problemei torsiunii pure (veți (13*15))* In pro hh mu încovoierii in consolă spore апаілрці ui mijlocit (9*1-4) al relațiilor (29X precum i» relație maj complicată, dar cu semnificație Înrudită (vezi (19 10) șl (19 17)) J'ri fior, relații de același tip se tntUnesc țl in problema științei rigide (vejd (10 8 5} și p 0 8 8)), Ținînd seama de formulele (29), obținem acum din (17) aaa = — ДрГ1 + pi1 iar din (18) (30) — TT pL î[‘ra 4" v(fl^ ^)] "1" V pi 1 (31) A3 — — ( pt 1 âîj 4» pg 1 #3 Pentru ecuațiile liniei elastice avem din (19) (32) 190 PROBLEM A ANTIPLANA Cup 5 In fine, din (21) și (22) obținem pentru planul de încovoiere : P- "^1 ”Pi I '^2 (33) planul neutru : РГ1 + pa1 = 0 (34) Planul neutru împarte bara în două domenii: unul în care avem ct33 > &, £33 >lb și celălalt în care avem : 2 T03 kgfic-ni3), conchidem că trebuie sâ avem pu 103p întrucit in general p este de ordinul de mărime a ctțiva cm cel mult clțîva dmr rezultă că p0 este de ordinul zecilor sau sutelor de metri (Vezi și cele spuse după (28) ) Din a treia formulă (31 ) rezultă că o secțiune plană = Э3 trece după deformat ie tot Intr-un plan : ®3 = (1 — — рг1 ж») ж3 (38) Bemareîad că parametrii directori ai tangentei la linia elastică (32) în punctul în care ea înțeapă planul îa au valorile pf1 p2* ir3, 1, și transcriind (38) sub forma (pi ^3) iG ”1* (pa *^3) *^з 4~ *^з ~ 3j (39) 3) Acest fapt a fost pus la baza, studiului problemei încovoierii de către E Mariotte [Ц BAZE ACȚIONATE DE SARCINI NORMALE 19 J deducem că secțiunile normale trec după deformație in plane perpendiculare pe linia elastică Aceasta era de așteptat, intrucit axele Ояодяв silit axe principale Soluția exactă a problemei confirmă deci ipotezele formulate de J Bernoulli : ipoteza secțiunilor plane, normale pe linia elastică, și ipoteza încovoierii în arc de cerc a liniei elastice (Pentru do meniul de validitate al acestei soluții vezi și A Koinccki 11 ] ) e) încovoiere dreaptă s deducem t^W ■ 0, v—ti t >0, (44) de unde rezultă că pentru momentul M dirijat în lungul axei Oj?s țașadar ф = A-j curbura atinge valoarea iar pentru M dirijat în lungul axei (așadar ф 6) ea atinge valoarea maximă Vom numi pian al sarcinii, acel plnn a cărui urmăpc secțiune este pn penă ir ii Iară pe (Denumirea provine din faptul că cuplul de inoment M poate fi privit ca realizat cuaju,torul unor cupluri elementare, compuse 192 PROBLEMA AN I [PLANA Cap, 5 fiecare din cțte două forțe egale șî opuse, dirijate paralel cu Oj?3, si aplicate în doua puncte situate pe o li и ie perpendiculară pe /и ) Astfel de pildă, dacă ^д = О, JîL Ф 0, planul sarcinii este dirijat după iar dacă 0, = 0, el este dirijat după Rezultă deci că , daca planul sarcinii este dirijat după axa Ояд în raport cu сате momentul de inerție este minim (J± /й), atunci curbura atinge valoarea sa И»Ы; dimpotrivă, dacă planul sandu ii cate dirijat după axa în raport cu care momentul de inerție este m arini , curbura atinge și ea valoarea sa maximă Dîu (31) și (36) urmează că, cu cît raza de curbură este mai mare (așadar bara este mai rigidă), cu atît tensiunile si deplasările sînt mai miei întrucit bara rezistă in condiții optime pentru planul sarcinii dirijat după O#lț iar în acest caz ( ^ = 0) rezultă din (21) că planul de încovoiere este planul а?я = 0, așadar planul — acesta va purta numele de plan de rigiditate al barei ; planul OxtxA se та numi plan de flexibilitate în concluzie: bara rezistă global în condiții optime la sarcini dirijate (global) după axa în raport cu care momentul de inerție este minim, așadar - în axele particulare alese la sarcini = 0, (Desi- gur, cele do mai sus își pierd sensul dacă — /s ) Ne rămme să cercetăm comportarea barei sub acțiunea momentelor dirijate nu după axele principale, Îutrucît planul ce conține vectorul M are ecuația ~ ла/л?д, (45) urmează CĂ planul sarcinii are ecuația = 0, (46) sau încă, ținînd seama de (29), ecuația ■\p,i ' Xț ■—" ^2pl ' *^2 0* (4 i ) Ținînd seama de valorile pantelor й^Яд ce se obțin din (46) pentru planul sarcinii, și din (21) pentru planul de încovoiere, obținem pentru tangenta4) unghiului ț dintre cel dinții și acesta din urmă, valoarea A ' ’ УЯг l» J (4Й) Ținînd seama că din (40) urmează j/tJjîl — ctg ф, și notînd = = ij, unde т; 1, obținem deci tg q> = Ц1 — 4) tg$] : [1 + s) tg^L (49) •) IC preferabil să calculăm tangenta, InUuelt cosinusul na informează asupra детппііиі unghiului §0 UAZE ACTIONATB DE SA11CÎN! NORMALR 193 (le unde — (tg?) = [(1 4) (1 + tg«+) {1 - 4 W)1: [1 + T, tgs-ll» (50) dt> Eliininînd cazul banal — 1T rezultă că unghiul cp se anulează 1 3 numai pentru valorile ф — 0,—тс, тс, —те Prin urmare, bara se in- — 2 convoaie în planul sarcinii dacă si numai dacă acesta trece prin una din axele principale de inerție ale secțiunii Condițiile optime sînt realizate atunci, uînd acesta este planul de rigiditate ^ф = те sau wj Condițiile cele mai defavorabile survin c-ind acesta este planul de flexibilitate (ф = 0 sau те) încovoierea în aceste plane se numește încovoiere dreaptă încovoierea în afara acestor plane, cînd planul de încovoiere nu coincide cu planul sarcinii, se numește încovoiere oblică Semnul mărimii tg hit satisfăcute Cu alte cuvinte, modul concret In care ne dăm tensiunile pe baza Jj — / nu are mare Însemnătate, soluția tinxlnd spre ■> anumită sluțit-standard funcție de configurația secțiunii, de con-slardvlt1 elastice, și de locșorul sarcinii, tu schimb, repartiția efectivă я deplasărilor pe baza ua O poate influența seuâlbQ starea elastică Toate aceste fapte se pot verifica experimental §7 BARA ACȚIONATĂ PE BAZE DE SARCINI NORMALE EXEMPLE Problema întinderii (compresiunii) pure nu necesită comentarii Menționăm numui că soluția (6 10) pentru > 0 își păstrează valabilitatea atâta timp cit e33 iu timp ce pentru După deformațle* aceste laturi se transformă in virtutea relațiilor ț6 21)( In curbele = £ * + — Pa 1 [с1 + - *?)] ± vpf'bij, Js = {1 - pi l*i — Pi 1 2 (2) «i =* ± « 4 — - *j)] £ чря*3 = J (3) Primele dciuă sini ecuațiile a două dreptp, de pante Jj/Jj = ± *Pi 1*- И) Fig, 5-7>2 Pentru Jj(2 > 0t avem pt > 0, ți din ț4) rezultă c& laturile verticale se Îndepărtează în partea de jrts a haret (ca-(Iranrle 1 și 4), și se apropie In cea de sus — ceea ce era de așteptat» Intniclt partea de jos este comprimată, iar cea de (Ust Întinsă Puntele acestor drepte sînt cu atît mai mari în valoare absolută, eu cil p[ ] este mai mare (așadar eu cit rigiditatea barei ВАКЕ ACȚIONATE de sarcini normale EXEMPLE i97 este mal țuică și deplasările mai mari), și eu elt este mai mare (așadar eu cit scrțiuneai barei rsle mai tată) Dreapta = 0 rămlnc nedeformalii — așadar secțiunea nu se roiește in planul ei Laturile orizontale ale drept unghiului se transformă în două arca de parabola, de citfburfl aproximativ egalii cu așadar uvlnd concavHnf ea Îndreptată spre axa OXj negativă» in susP Termenul Pi lci 2 din ultimele ihiuă ccimțli (3) corespunde unei țeansluțil de misambhi (Cuncție de j;t) a Întregii secțiuni fn jos, egală cu deplasarea Uț u liniei elastice din (6,32) Suprafețele superioară și inferioară ale barei sini ЕііЦІаі dreptunghiuri situate In pianele îji» (t După deformuțiv, ele st- transformă in suprafețele * = ± « I — pf1 [®> 4 Ѵ(й* - (6) așadar in niște paraboloizi hiperbolici, cu aspectul enruclerisUc de șea Acesta este motivul pentru rare, cu luate că linia elastica are concavitalea îndreptaiii in jos, laturile inițial orizontale :ile secțiunii dreptunghiulare □«, după deformație, concavitab-n dirijată In sus iTrsupnnlnd aCum i ;'i іпгоѵіттѵм se face in planul orizontal CZr zJra, vom lua p, 1 = 0 In (2), >i vom ajunge la concluzii mmlnge, inter vei liml axele rt ți aa, l orntsj finală a latirritor secțiunilor priilni p, se obține din cea din primul caz, dacă adăugăm valorii din (3) termenul — pd 1 [r1 -j- y(ia — xp]» iar valorii r1 + 2 ' termenul J Toate laturile devin arce de parabolă Apariția termenului- p ]cz 2 “ în expres ta lui x5 eoretpundc deplasării ui! a liniei eln slice din (6 32) Prin urmare, secțiunea se deplasează In ansamblu cu cantitățile і/Дт^) pe dlivcția O-Sj ți uȘ(ij} pe direcția OXg, Iar laturile sale se dclorimuiză prin suprapunerea unei rotații de tipul caracterizai prin (4), cu o dcFonnare !n arc de parabolă de lipul caracterizat In {5), In această deplasare, secțiunile nu sc roiesc In ansamblul lor unde foță de altele [n jurul Unici еіавіісе v) Rolul ruriației roportului Penlru un drept unghi de laturi 2o, 2Л, se obțin uțor valorile = - - țl«/9)ieoetl ' («) | p(; 1 - (Ш0 000} /sin5 4> + (100,9)= cos5 Ф, ІЙ? - (1 - 0,09) tg|: (1 + 0,09 tg5 ф) Abaterea maxiniA u planului dc încovoiere dv Ia planul sarcluH sb obține pentru Ф 73\ și este egalii cu tp 5tî° Dar chiar pentru o abatere moderatâ* datft de ex de unghiul ф = K4L5{|ip (abatere dc 5cl0* = d,U9 rudh obținem din (fi) valorile 5,, nt - 200 (0,990 ij - r;X Uo - (1J20 000)з£ - î), IPq‘| 1J/10 000, tg? 0,835, Ф = 39'-50* (9) Prin urmare, pentru o Iiiclinarc a plutiuiui sarcinii cu 51O't față de planul de rigi-dilate, apare q componentă a deplasării Aproximativ едаМ cu componenta ttj (ceea ce S « BAZE ACȚIONATE DE SARCINI TANGENȚIALE 190 1 corespunde faptului ca planul de încovoiere сніе Înclinai de un unghi egal cu ir — ф HR ■: ф s 15 față i !e planul de rigidîtalr (vesti pihiiu fig 5 6 3); curbura liniei elastice cn-^lc cu i ca 10%; iar lensitinca Iei punctul de maximă solicitare (jj = 1i\ X| 3) crește cu eca 30% (de fa 2 000 la 2 600 kgf/c m1, ceea ce pentru anumite tipuri de oțd poate însemna lncin;d limitei de plasticitate) Aceste efecte (cu alit mal pronunțate, cu cit *j este md mic) se datarwc apariției comp miri jHx = 0,72 tonc-mriri, cârti ta prima vedere ar părea ntglijuhiln față de cum- punciihi y//; ■ 7,97 tone-metri* Această ni'glijure nu esto permisă, Intru rit componenta ш-ііовевдй tocmai după direcția сея mai defavorabili îu particular, considerai Iile de mai sus Urată că nu orice modificare ■ secțiunii prin (ьМиуігг de fndterjtiî duce la tfTneliorttrt'tt cald 'ifilnr im catiice ale barei : o atare modificare poate Lir 4(1 + v) 8(1 + v) 3 unde Tjțj) este o funcție deocamdată arbitrară de 5 Întnicît T = aai d- î 2(3) + «»(»)• (24) Întrncît atît te, cit și purai leza din membrul a] doilea din (21) sînt cantități reale, deducem că ws 3= w3, astfel că (22) devine «3 = (1/4Я) (4 - 2i®j) (aj + ад —2c) - — (1/8Л') (aj + a4 - 4c) JJ + tt>2(â) + w,(j) (25) S а ВАЙЕ ACȚIONATE DE SARCINI TANGENȚIALE 203 Ecuațiile (17)—(19) ian acum forma (26) u » = “ 0 «6 4 ~ («a - î)c 4 i-^‘a 4 (27) jft Jit tAs = - -1- (4 - 2Ц,) a 4 hj + -77 «â - 2E Л ^«as + [ ф= 0, (1) Mai departe, ținînd neama de expresiile (8Л1), (8 30) și (8 31) ale tensiunii și deplasării în (4 27) și (4 30), obținem a u 1 — 2v Ф31 + — SE l - v I 1 i^ă - 2B 2 4E (2) W12 " 1V 2E $ 9 DAZE ACȚIONATE DE SAFtCtNI TANGENȚIALE 205 astfel că (vezi și (4 29) și (8 16)} t03i,3 4” ~ (^a — Oi și «Йл = -* r + (v/JST) Im (ăfo) (4) Prin urmare, secțiunile sînt supuse simultan la alunecare, încovoiere și torsiune Spre deosebire de cazul încovoierii pure (vezi (6 3)), rotirile din (3) sînt funcții de așadar, dacă R 0, starea secțiunilor nu este aceeași îu lungtu barei Măsura alunecării și încovoierii rezultă din (1) ș£ (3) ca funcție de R Măsura torsiunii rezultă din (i) ea funcție de R și De aci urmează că prezintă interes cazul particular R — 0, O : alunecările și încovoierile sînt nule, tensiunea normală er3a este de ase* menea nulă, iar bara, supusă în toate secțiunile numai la tensiuni tangențiale Î{J, 4), se zice că este în atare de torsiune pură, Această stare va îi studiată în §§ 13 — 18 Cazul R^O, J/t3 = 0 nu aste complementar celui dinții (Dacă R 0, egalitatea = 0 în raport cu un anumit punct nu are semnificație fizică ) Atu văzut în § 2 că sarcina este ее iii valență cu o forță unică dirijată în lungul axei centrale (2 3) : ^йй = Of — L (5) Notînd cu punctul de aplicare al forței R, momentul acesteia față de origine este dirijat după Оля și are mărimea — 42 ^ O astfel dc forță este deci static echivalentă cu sistemul format din forța R aplicată in origine, рГім un cuplu de moment ^£3 = G&zî — (vezi și (3 26)) Oricum am alege originea (eventual chiar în £r), formula (4) arată că trebuie să ne așteptăm In general la apariția unei torsiuni nenule Așadar, încovoierea sub acțiunea unei forțe tangențiale este întotdeauna însoțită de alunecare, și în general și de torsiune Acest tip de încovoiere se numește încovoiere în coneolă^ și va fi studiat în §§ 19—22 Pentru un sistem de sarcini dc rezultantă R 0, nu prezintă deci utilitate reducerea, torsorului la forma minimală, întrucît prin aceasta torsiunea mi dispare Dacă R 7= 6T pentru o origine și axe alese într-un mod oarecare, vom considera deci cazul general și 0 relativ la un punct oarecare U) Elemente geometrice esențiale Ca și în § (», vom alege acum drept axe, axele centrale principale de inerție ale secțiunii Din (4 12) obținem к Ч~ Ц*®я/к)> (6) 206 problema an tifla na Cap 5 astfel că formulele (8,3) și (8-32) devin (compară cu (6-17) și (6 18)) (î) respectiv ^аз ~ 1 Ш “I чТ'а І? (®gj O W2 Lnînd aci a?1 = ws = O, obținem ecuația liniei elastice (compară, cu (GJfl), (6 20)) : = Rc tp(O) == const , (0) sau încă (10) A de unde rezultă evident că buia elastica este o curba plană Ca și în cazul încovoierii pure, sîntem deci conduși la a considera un plan d& încovoiere, de ecuație (ii) De asemenea! din (7) deducem că există un plan neutrii + («)^ -0, (12) pe care avem $33 = гав = 0 (Compara cu (6 21), (6 22)*) PI anele (li) și (12) șint evident perpendiculare Pentru a determina raza de curbură a liniei elastice, avem dc repetat calculele din § (h Luînd a?a #r și Йесі (}га?8 = 0, obținem din (6 23) și (10) л = - (ГЖУ^М ua -1) (d T3r, Б = - (^/£1^ ( (d?»3)3, C=0, (13) $9 eize acționați: df: sarcini tangențiale de unde in definitiv obținem formulele corespunzătoare cu (6 2o): р;2-рг= +рЛ (14) Semnele alese pentru plf pt se explică u^ort ținînd seama ей 473 [ 0, din (9) urmează > 0, w? > 0, I ntrodueind p = фа = 0 în (4,10), deducem, pe o secțiune oarecare, = - i(^-Z)R, (15) adică (vezi și (3 24)7 (3 25)) : = altfel că primele două formule (14) devin P1-i = Лу*3)/Я1а, pf‘ = - ДдаР (17) Sub această formă, analogia cu (6 20) este evidentă (Totuși, mo mentele sînt aci funcții de #3 ) Acest fapt permite să- interpretăm fenomenul-încovoierii în consolă — din punctul de vedere al acțiunii momentelor — ca o suprapunere de încovoieri pure locale A treia formulă (14) arată că încovoierea nu mai are loc în arc de cerc Din (9) se vede că, pent ru x A a, avem dM/dst# = ps(13) de unde, comparînd cu (17), 8^Цд^ = Л1^)1Е1й, “ А(фз)/^п (19) ceea ce justifica teorema momentelor incovoietoaie din rezistența materialelor Să înlocuim în (8 32) expresiile— — lx'i și й — 2taa prin 3 ? (д?3 — i)3, respectiv (фа — ceea ce revine la a adăuga deplasării o deplasare rigidă Ținînd seama de (14), obținem acum «i vpt1 — тяаяг, у - 0* + (20) «Д = Re 9(i) — (pf1 Лд 4- Vpj 1 X'jcT^ - relații apropiate de (6 31), daca facent abstracție de prezența lui aci rezulta totodată limpede că încovoierii consolei nu poale fi rezolvată corect în cadrul ipotezei secțiunilor plane- 20В Г НОВ! М Л ANTIFL А N А Сар & Neglijîml încă în (20) componentele unei roto-transîații rigide, obținem pentru linia elastică expresii apropiate de (6 32) : 1^2) - -Г3 —— Zx3 # hJ = Re 1 □ 1 ч ( “ Pi I “ ^al * Ul= o рз1 I Mai departe, din (7)f (li) și (12) obținem acum pentru tensiunea normală : tfya = — Л (pj 1 + pa1 t (22) pentru planul Considerînd și planul ce trece prin origine și conține vectorul de componente — obținem, ținînd seama de (14), pentru planul sarcinii: Jj p2 1 JjPi 1 Яд == 0» (2a) Relațiile (22) —(25) coincid cu relațiile corespunzătoare (6 30), (6 33), (6 31) și (6 47) din cazul încovoierii pure — cn deosebirea că razele de curbură p1T pa sînt acum funcții liniare de t3 La fel ca în problema încovoierii pure» îsi găsesc deci și aci justifb care îndepărtarea materialului de planul neutru și folosirea de bare cu momente centrale principale de inerție mult diferite De asemenea tși p&atrează valabilitatea cele spuse in $ 6 relativ la încovoierea în planul de rigiditate, și la caracterul variației stării elastice o dată cu abaterea planului sarcinii de la planul de rigiditate Desigur însă ca de aci nu rezult ă că fenomenul încovoierii în consolă ar fi (le același lip cu cel al încovoierii pure: cele de mai sus se refera numai la informațiile pe caro componenta elementară a soluției — cea relativă- la tensiunile normale — ni le furnizează; ele nu se геі'стй la fenomenele de alunecare și torsionare, determinate de apariția tensiunilor tangențiale OBSERVAȚIE Unele relații din teoria încovoierii In consola pol fi obținute direct din rele сотеариіийісоге, cunoscute dlu teoria încovoierii pure Astfel, componenta o , , se capâlă înlocuind pur ți simplu 3 prin /)ou Din (1 15) ți (1 12) se vede cu aceusla revine la a Înlocui M prin — іЩх, — Он adlcft prin (ra 0 Și — pHn (Tj - ■ Relația (d 17) sc tnasfermâ altfel direct in (7), dar transcrierea relație! (&1S) nu este per-mtaK Intrudl deplasarea tangențialii depinde șl de tensiunea tangențiali, care cate nulii In eaxul încovoierii pure Dimpotrivă, expresiile (6 30), (633), (634) si (6 47} — care depind numai de tensionau norrnalĂ - conduc Imediat la (22) (25), 510 OBSERVAȚU ASUPRA SC > I,UT IEI 209 Ș10, OBSERVAȚII ASUPRA SOLUȚIEI PROBLEMEI ANTIPLANE Hi ucliul problemei antiplane a cerut două secole de Ia prima sa formulare piuă la prima sa soluție, și a putut fi dus pînă la capăt numai datorită metodei semimverse și a principiului hii Suinr-Venanl* Istoricește vorbind, metoda semiinversă a fost utilizată separat, cu ipoteze distincte (uneori in tensiuni, alteori în deplasări) pentru fiecare din sub-probleme le ее йв desprind din problema ajjliplatiâ în fapt însă, ipoteza unică (3 0) se dovedește îndestulătoare pentru rezolvarea coerentă a întregii probleme, constituind astfel un exemplu no banal de fertilitate a metodei semiînverse, Lu examinarea rezultatelor obținute, se constată caracterul elementar al soluției corespunzătoare sarcinii normale, și caracterul neelementar al celei corespunzătoare sarcinii tangențiale Tensiunea normală стщ și deplasarea tangențial:! complexa U sini întotdeauna polinoame în ,v J'3- Tensiunea tangențială complexă T și deplasarea normală a3 depind esenț ialmente de funcția ^(3), ceea ce în cazul torsiunii si al încovoierii consolei conferă caracterul rfe-eleidentar al acestei probleme Faptul că atît în problema încovoierii pure, cit și iu problema încovoierii consolei avem de-a face la prima vedere cu încovoierea barei sub acțiunea unor momente incovoietoare în fiecare secțiune, nu trebuie să marcheze deosebirea principială dintre cele două probleme, care constă tocmai în apariția tensiunilor tangențiale în cea de a dona dintre ele Toate soluțiile astfel obținute satisfac ecuațiile elasticității pentru forțe de volum nule sî pentru suprafața laterala liberă a) Aplicarea principiului lui Яоіп14;вішІ în ce privește solicitarea bazelor, este frecvent cazul în care pe una din ele este aplicată o sarcină activă, de natură cu totul oarecare, în timp re pe cealaltă baza sînt aplicate reaețiumf funcții de sarcina activă §i care и ti ca rol solid ariz^ea barei cu ansamblul unei const ruciii, mașini etc Avem deci de-a face în fond cu date de tip Neu manii — dar sub o formă integrală pe una din baze, fie ea z3 = f, și ne ram ine să ne preocupăm de natura deplasărilor pe baza #3 = 0 Acestea rezultă, pentru întinderea pură, din (tiJO): Mj =«a = 0i (1) pentru încovoierea pură, din (6 14): u(i) 0) = — (W2U) (pja ~2 °) = Ke Ф (â) — (1/&#) (ăa + «3 — 4c)ââ - c3 în cazul întinderii și încovoierii pure, (10) se reduce la °1 a33 T a3 — G ț • în cazul torsiunii pure, găsim ai = [T|, си = o, — țr| (11) (12) Stările de întindere și de încovoiere pură pot fi deci privite ca stări de întindere înfierare pwcf axele fiind axele principale; starea de torsiune este o stare de alunecare pură (compară ou (3 4,8) și (3 4 11)) Conform criteriului tensiunilor tangențiale maximalee), limita de rezistență a materialului, este dată de (4 3 1) ; B) Aci este vorba de tensiunea tangențială pe un element dc suprafață din planul blscctor a două din planele principate ее trec prin punctul considerat “ ceea ce nu trebuie desigur confundat cu lensiimea tangențială (complexa) T pe un element de suprafață din plănui secțiunii normale a barei § 10 CBS ЕЛ V AȚII ASUPRA SOLUȚIEI 213 de unde deducem +4|Г|* 0> ținînd seama că 0, și revenind la primele două ecuații (15): ' » rlja " 'l” г "Л J * ^із ffi/ У 4" fi" i11 i (ÎS) iar in cazul particular al tonâimii (vezi (12)j: nn = ^si/l;2 |T ь «и = WV2lr t "u -1//2- PROULEMA ANTTPLANA Cap 5 2H Cusinușit tlircclfjii defmiți in (18) sînt ГнпеЦі ți de ia# In Liinp ce sicrie din (1P) depind numai dc я-х, т1ч în pnrtfcnlar, din a treia rdafie (И») avetn arc cos л„ - (z[ , rj = J (20) pstfcJ câ, la torsiuni-, in (I?) urmează ей tn cazul hicovuivrii In conselâț pentru eaa 0 avcmn^> 1/2» astfel ca unghiul corespunzător este mai mic declt 4S\ Pentru f mare și r3 mic, nJ3 este apropiat de 1 și elementul pe care acționează tensiunea normală maximală kirmoazii un unghi toarte mic cu secțiunea normală r5 const Aceste rezultate sini hi general confirmat!' dc faptele experiment ah1 In particular, hi barele din materiale casante supuse hi torsiune, fie constata distrugerea prin separare sub acțiunea sarcinilor normale maximale (vezi ți $ І З, pag 132} după suprafețe ce for* rncRzâ un unghi de lă tu secțiunile normale §11 FUNCȚIA LUI CARLDEO Ș! MlLNE-THONSON (t) Probleme br limită După raționamentele din 8—10, problema este redusă la a găsi funcția ф(і) îii arest scop, dispunem de proprietatea dc oknnorfie a derivatei sale de condiția la limita (IUTJ de relația (8Л0), J de unele informații ce decurg din (8 32) Amhittm că punctul curent pe fronik+гй se vn nota t - â |^ Ue я^йшелеа, că fawte ѴіЦщіІе lu Umilă sfrit înțelese în senini din (1,l ui (LI,8), pentru j > i c e In gcncn-, nu vnm specifica faptul ей ne situăm pe fronlkrfl — aceasta va rezulta din notaflc și din context Infcroducînâ (S 10) in (4 17), obținem condiția componentele JZj ale frontierei a lui ^): (valabila pe toate p 1111 t'(,»)] = Im (1) Din expresia (8 32) a componentei wa — care trebuie să fie uniformă — rezultă că au sens numai acele soluții pentru care funcția p(^i- яг) = = Be t“, itjT; lij Șl n2 (vezi și (А 4 Й2)) tntrueîl prin ipoteză este o Curbă L tapilJiOV pe porțiuni,, rezultă că nIn na e C", #Ș dedi expresiile amintite sînt hOldcrieue pe poiȚiuiii, avtnd ect niiilt discontinuități de prima speță, Membrul al doilea din (3), obținut prin integrarea unei astfel dc funcții» este o funcție fioldedatiă pe frontieră, chiar dacă țeasta are puncte unghiulare* 216 PROBLEM \ ANTEPLAXA Сир, 5 Prin urmare, soluția problemei In limită (3) — și tot astfel a problemelor (2) și (J) — există și este unică (depinzînd încă de т ca parametru) După cum rezulți din (1)—(3), (8,10) și (S*32)T funcțiile ip(j) și р(яп д?2) sînt potențiali de deplasare, în timp ce q(#1:#2) este numai un potențial de tensiune Vom reține numai astfel de potențiali, pentru care componentele deplasării și tensiunii aînt continue în -i JZ (vezi finele § 1 10) Vom numi deci soluții reyulale — acele soluții pentru care avem -₽(&), i in legătură cu uceastn, abordarea directă a problemei (!) așa cum vom proceda In ecn mai mare parte и capitalului Există iiu£ cazuri In curr reprezentarea soluției prin potențiali iicwtanteni poate Fi utilă, Maî mult, eșistft cazuri Iu Care toluțiu se scrie efectiv fâru uliliznrr;i acestora; astfel de cazuri vor fi examinate In 15 ți 20 b) Gradul de «rbibtir Dacă funcția ф(л) este cunoscută, sînt cunoscute și tensiunea T și deplasarea U, и л (Deplasarea U depinde de «pțj) numai prin intermediul Iui r; tensiunea este independentă de °(0 = у (constantă complexă) Prin urmare, , de undo, făcînd uz de formula lui Btokes (A 4 29) : [q{*)li = (D|/2h) [i(ju — j,) + “(ou (5) Pe de altă parte, din (8,32) conchidem (întrucit it3 este uniformă): [p(*)l — 0 (6) astfel că perioadele funcției Ințj — J#) 4- 90(j), 1-1 (î) unde 7i(((5) este olomorfă în iar Or, din (7) avem evident «2 ) J 1 4-3 v — -a 8(1 +*) (î')2 - — Г7Г7“; s' +1* ф1 (â‘) ■ 4(1 4 v) (18) Or, din religia de definiție (1,8) deducem ușor c = c1 (19) Tot astfel, îatructt > este evident, un invariant, din (9 4-) urmează t = t* (20) In felul acesta, relația (18) conduce Ia Ф($) ^[exp(— І&)]Ф[ (;L), (21) 220 FRORLRMA ANTIPLANA Cap 5 de unde ч> (a) = ?4s’), O ceea ce se vede ușor daca derivăm (22) și ținem seama de (12); Prin urmare, funcția lut Capildeo și Mi Ine-Thomson este invariată de orice rotație Trecînd acum la cazul translației (11), avem evident R = R\ ,; = ț 2 j 8 (1 + v) 4 (1 + v) de unde urmează In cazul particular al torsiunii pare, ținînd seama de notația (10) și de faptul ca а = c = 0, formula (27) se reduce la Ф(3) - ’Ж) + i (28) de unde, șeparînd partea reală și cea imaginară : Г = Г’ + 1 i(j«S - S° j), t = t1 + -1- || j 5) (29) Totuși, în cazul torsiunii se poate construi o funcție invariantă in raport cu o translație oarecare Anume, hund f = t~THf c30) deducem ușor din (29) că f = f (31) 5 12 FUNCȚIA LUI PRÂNDTL ți TIMOfiiJENKO 221 § 13 FUNCȚIA LUI PRANDTL Șl TIMOSHENKO, TEOREMA LUI BREDT Șl LEIBENZON Lucrările lui Capildeo și Milne-Thomson an fost precedate de cercetări care au introdus alte funcții cu rol de potențial ț acestea păstrează In continuare o mare importanță practică, dar acum e mai comod să le obținem pornind de la funcția ярСя)- nj Funcția lui Prandtl iti Timoshenko Ne propunem sa determinam o funcție reală^ cu rol de potențial al deplasărilor, sau cel puțin al tensiunilor In acest scop, a& căutăm o funcție reală {sau pur imaginară) F*, așa fel ca unde este de dorit ea termenul de corecție TJ să fie cît mai simplu, Ținînd seama de (A 4J>), avem desigur T=2F\ + r;, (2) sau încă, intcgrînd în raport cu j și Hnînd seama de (8Д0): 2 F* (r;dj fip - 4- Țoliî — -1 +2\ctja J — «JĂ® + J \ 2 } 8(l + v) 8(1 4-v) + H9U) + ГГ(А), (3) unde T*(i) este 0 funcție arbitrară î ntruc it intenționăm ca in funcția căutată să intervină termenul ipTjjfcare iwt dispare în cazul torsiunii), vom lua F* = — !Ff unde F este o funcție reală Alegîmi T* — — |* î) = — 3‘F'» + Ъ = F- — ’F>i + Ъ- (6) 222 РНОВГ ЕМЛ ANTIPLAtfA Сэр 5 Funcția reală F(aIy я?й) astfel introdusă a fost considerată de L Prandtl , în cazul torsiunii pure, și de 8- Timoshenko (vezi H* Timoshenko și J, Goodier , £ 12 106) în cazul încovoierii în consolă Pe viitor o vom numi funcția lui Prandil 0 Timoshenko OBSEI:v\țje Spre deosebire de funcția lui Capi Idea și Milnc-ThriniNon, funcția lui Pnmdtl ți Tunoshenkb esh- numai un ptttențlul dc tensiune Totuși, cu г cu succes utiU-EHbllâ In probkmr in сип- reprezentarea conforma (larg utiliza Iii pentru a găsi funcția nu aduce simplificări свдпЦаІв, și In chestiuni legate dc metodele ex prii incul ale (Veri mai departe ș IG( r\ și § 20, 8(1-H) J, 18(1+ ч} o Derivi ud in raport cu я a doua șî a treia integrală, și ultima expresie din (8), unii termeni se reduc, și, integrind din nou, căpătăm ic ( (tdt ~ t dl) — — i ( ttfi dt — a dt) + jtFr Jo 4 Л W Desigur, funcția F definită în (7), nu este uniformă Perioadele ei se deduc cu ușurință din (9), sau țtntnd seama de (5) și (11,5): 1 - A&) î" 5u; i = F i - F, al(s) = - Re [(Fz — iFJ j'(#)], (14) astfel că, înd (6) sub forma ₽ - îG = t - t„ căpătăm pentru o curbă oarecare din : (15) (IH) Din (II) si (15) urmează că derivata normală F , este uniformă Ținînd seama de expresiile (8,10) și ;ă) pentru T și TF7 obținem T ~TP = 2 V "4® ■+ J ——• ’JĂ + Н?'(5)> SS(* fii4-« da) — ~ [Л ф fii + Dacă funcția lui Pnmdtl și Timoshenko se caută sub forma Ыжі5 + F2Î rj)j atunci avem (vezi (14) și (АЛД9)): 1 Flfh dx — — ф FJt^jd;^ » ți FîțmJdP, J e J # JJ (21) crf+ F-2,»d« Fj(zJ dx> expresii care trebuie introduse, cu somnul minus, în membrul al doilea din (19) Integrala 4) Г (Ц г T d j din (1®) arc o semnificație mecanică simplă Anume, tf sâ здп&ІгіегДіп componenta tangențialii Tțs) a lenUunti T(s) 3 г* (j) = тф(8), ф(з) = r(a?lt a?3) + it(®lt я-J (2) 6) Semnul „minus” din (1) provine din alegerea notațiilor din (1*4,5) și (1 4Д0) (vezi și nota de la pag dl), Pentru > 0, avem și v > 0 (vezi mai jos (15) și (23)), ceea ce corespunde unei rotații a secțiunilor In sensul direct, în notațiile din $ 1 4, din (1 4 6) urmează — PjEîa, 5^— — ps^lr astfel cS pentru p, — wia > 0, secțiunile s-ar roti tn sens retrograd Hotațla tu sens direct corespunde deci unor valori ps = capitolul 4 ; monografiile lui N Arutwiian ți B, Abramlan 11] (cu o excelentă bibliografic')^ ți C Weber și W» Gânther 11], ambele consacrate exclusiv torsiunii; monografia lui Chten-WebZang el al — din păcate, la limba chineză O bogată colecție de exemple este dală de Th Hîggius — (metode experimentale ți analogii) Prezintă încă azi interes memoriul lui Л Dinnik șl articolul de sinteză al iui J Gccktlcr [IR capitolul 2 Menționăm și punctul de vedere al Ini H, Baldacci Peiil ru importanța sa istorică, vezi și articolul inițial al lui B dc Syiut-Vcnanl Generalizări la cazul dinamic aparțin lui Mr Mișicu J5]T t cu o bogată bibliografie Indicații privind alte metode, general valabile pentru problema antiplană, vor fi date la finele £ 22 (3) W (S) b) Probleme la limită Rezolvarea problemei depinde de determinarea unei singure funcții olomorfe фй), pentru care condițiile la limită (1 1 1)—(11 3) devin : Im [ф'Ц) tJ(s)] = Rc[t pe гт„ = Rc sau țjS dr$»8 p0 t - -ț ■ “ +& pe 2j Evident, (1) este o condiție Neuniaun, iar (5) - o condiție Dirichlet generalizată (A nu ae confunda t cu t!) Deosebirea între (3)—(5) și cazul general din § 11 stă numai în aspectul foarte simplu al celui de al doilea membru al condițiilor la limită Prin urmare, rezolvarea efectivă a problemei torsiunii pure poate fi mai simpla, pentru tm profil dat, decît cea a încovoierii în consolă Dar din punct de vedere principial, deosebire nu există Funcția ф(й) odată găsită, din (8 10) deducem Tfe t) = [₽(ij + ij], (O 7) Veri șl Л, Lurie PROBLEMA TORSIUNII PURE 227 113 de unde (10) asupra cărora vom reveni la punctul e Determinarea funcțiilor r{^ #s), 1(я1} &) rezolvă problema Uneori, se poate face uz de o metoda de tip invers, dindu-ne funcția de torsiiinej și determmînd & din condițiile (3)—(5), privite ca definind ecuația frontierei Astfel, dacă ne dAm o funcție armonică șl uniformă Хд), și dacă curba de ecuație xa) =* ■” țxj -I- if) -h eonst (11) este închisă și conținută în domeniul de clomorfie al funcției ф =- г-[- itT atunci domeniul mArginit de ea poate fi privit drept secțiune a unei bare torsionate; din (5) rezultă că funcția armonică conjugată r(xx, xz) este tocmai funcția de torsiune, gata construită pentru Luînd drept ecuație a frontierei, ecuația — h(Xj> ±±: |(xj 4- x|) 4- eonsL, (12) atunci funcția de torsiune rezultă a fi tfxj, Xț) ORHERVATib Numai o funcțfe armonică utiiforniăt a cărei conjugată este de asemenea «nifnnnd, poate juca rolul de funcție de torsiune a lui âaint-VenanL Dîn (4), (5) se vede că funcțiile de torsiune an dimensiunea LA Aceste fapte trebuie ținute In seamă Ja aplicarea inetodeL După cum am văzut în § 11, problema Keumann are totdeauna o soluție r(^n ira) unic determinată, abstracție făcînd dc o constantă Din uniformitatea funcției т(ггп д?Д urmează că și această funcție este unic deterr minată, astfel că ф($) rezultă unic determinată, abstracție făcînd de o constantă complexa, fie ea ф(0) - care poate fi dată arbitrar (vezi §11, pag 216) Partea imaginară a acestei constante se alege de obicei în așa fel îneît fQ = Й Acest fapt constituie o teoremă de existență și unicitate a soluției problemei torsiunii pure 225 PROBLEMA ANT1PLANA Cap 5 Soluția problemei (4) este vizibil funcție numai de configurația Ini ținu depinde nici de constantele elastice, nici de sarcină Urmează funcțiile r(a?n ,r2)7 și #a) depind numai de geometria lui —așadar fiecărei secțiuni îi corespund anumite funcții de torsiune, deplin determinate de geometria secțiunii, ți independente de sarcină și de material Acest fapt mi arc numai importanța teoretică : el ușurează studierea experimentală (pe modele) a acelor tipuri de profile, pentru care o soluție analitică nu este cunoscută c) Rigiditatea geometrică la torsiune Pentru scrierea efectiva a soluției este necesară oimoașterea, pe lingă tțțj), și a lui t (vezi (7) —(10)) în cazul torsiunii pure, (8 14) se reduce la (j - Im jț a ?(â) dp) (13) {unde Jo este momentul polar de inerție In axe oarecare), paranteza fiind dc data asta (compară cu (8 14)) independentă de t, întrucit pentru R — 0 avem J/ll = și întrucit paranteza din (13) se explicit cază sub forma : c = (((4 + 4 + - [24^ - xar j + (rj)3 -1- (rjflț dZ) Sr (21) Ținînd scama de prima formulă a lui Green (7 2 10) pentru operatorul lui Laplacc in plan у Ди dD (grad ir ■ grad u) rW juînd aci и = у = r(xp x2), utilizând armcnicitatea lui r, condiția (4), și relația (17), obținem [(ra)a I- (г 2)«1 d(ti) (25) 230 PROBLEMA ANT1 PLANA Cap, fi Pentru secțiuni pentru care tiu dispunem de o soluție exactă, este Importantă evaluarea aproximativă a rigidității geometrice la torsiune, inclusiv a marginilor (inferioară țt superioară) pentru t Problema г amănunțit studiată de G Гоіуа ți G, Szegii ; J Dl» [IJ; P, Ger mai n (1 J„ § S 6; L Lei benzen („Mdode variaționale", cap, 7); E Mulmi jl] (evaluare moi puțin exactă declt cea a lui Poțya); L МІІйс-Ткотнт ; H, Wcmberger [t] ; A Weinstcin [3|+ Toate cele de mai sub sînt valabile și pentru bare de secțiune multiplu-conexă In acest caz, este necesară și determinarea constantelor f( — chestiune asupra căreia ne vom opri în § 14, Dacă este simplu conex, aceste constante nu mai intervin, si condiția (5) se reduce la o condiție DiriohloL d) Cîmpul deplasărilor Dîn (IO) rezultă că originea axelor Ln £/ nu ье deplasează docil Iu lungul barei; așadar, lucrurile ьс petrec ca și cum secțiunile s-ar roti In Jurul originilor respective Pe de altă partehisă, în toate cele de mai SUS, poziția originii In orientarea яхекн ли a jucat niei un rol în lupi, se verifică uțor că o гоІо-Ігап^ІаЦи a axelor Oxjiț conduce numai la apariția unei rolo-lrunsbiții rigide я barei Pentru a arăta aceasta, să considerăm un nou sistem de axe obținut din cel inițial printr-o translație ți n rotație Din (11 22) rezultă că funcția ți deci ți funcțiile г(х1Ф хг), t(rv xa), slnt in variate de o rotație a axelor, astfel că ne rămine de considerat mimai cazul translației Din prima formulă (11,29) obținem’t г1 ж г — x® x2 4 xf xt, (26) Din (11,25) urmează că iu cnzuî torsiunii avem și pentru o translație v — r1, și deci ți С = C1 (Acest rezultat se obține și scriind condiția (4) in axele noi, fi eonslallml că diferența celor două soluții coincide cu cea care rezultă din (26) - după care uu caicul efectiv conduce la concluzia С ■= C1 ) Cu aceasta, dispunem de două soluții: Mî = TXira, U^rr, (27) itj = - - хЗФ iri =- tx}x5, hJ -t rl — г (r — xî Xl + xJjc4L (23) de unde 11} « Uj 4- Tjrjx3, ul - u; - txJ тэ, male se rotesc în planul lor ta un tot rigid în jurul centrului cercului, iar unghiul de rotația este proporțional cu distanța :r8 la baza fixată (ipoteza lui Cottlotnb) Desigur, acestea slnt cele mai simple presupuneri ce se puteau tace Această soluție $-a dovedit a fi corectă Da [încercarea lui I-, Na vie г de-a folosi aceleași ipoteze pentru alte secțiuni a dus Io rezultate eronate, (Ipoteza secțiunilor plane poate fi infirmată experimental, cu ajutorul unui cilindru псе irc iilor din cauciuc, pe a cărui suprafața laterală se trasează o rețea de generatoare și de traiectorii ortogonale lor,') Л Cauchy a renunțat la ipoteza secțiunilor piane> dar nu a obținut nici cl rezultatul corect, Saint-Vcnsint a căutat soluția problemei in deplasări, pornind de la ipoteza lui Cou ■ lonibj și ftdmîțlnd că secțiunile nu rămln plane, dar deplasează toate in aceiași mod, independent de (fpofera !«i Stnnf-Veniri!/) în conformitate cu ipoteza Iui CoulombT deplasarea tangențiala este normală pe raza vectoare, de unde «jX, -|- — 0, st№ incit, In coordonate polare ( q -| ixB = Л exp (l/)): u2 cos + Иц sin у — 0, (36) Mai departe, ca asie proporțională cli distanța la baza i3 ■- 0, și cu gaza vecioure К — astfel că lt4 = txț&ț U£ — âjjjlî, (37) ceea ce, împreună cu relațiile de mai sus, di (l^EEg */Д = — ЙІП //COS /, și deci, notiiid cu t un coeficient de proporțiorialitate: uL — — Я sin /* jut =* Я cos y+ așadar tocmai primele doua relații (IC): ut — rr,>tp u3 = vjlt3 (33) Fenomenul torsiunii se produce deci fără deformarea secțiunii (și deci a fiDidierel) in pianul ci {Din (8 32)> se vede că în cazul general proprietatea nu se menține ) Bvalylnd unghiul iq dintre raza vcctoare a punctului (xp j3) și cea a aceluiași punct după deformație (xj -i- мР дг3 4- мД căpătăm 7] tgT) Ti‘lt (39) ceea ce corespunde seintiificațiel lui т din (1) 13 PROBLEMA TORSIUNII PURE 233 Accoptlnd ipoteza lui Coiilomh, dar renunțîiul Ia presupunerea n3 - 0, Săint-Venaiit a Introdus ca ipoleză independentă presupunerea na = u3(xJf r4), (40) care coincide în fapt cu a treia reia Це (10), și a rezolvat în acest mod problema torsiunii, fac în d uz de ecuațiile lui Ьаніё- în fapt însă, ipoteza (40) nu este o ipoteză independentă Pentru a ne convinge de aceasta, să introducem (38) in ecuațiile lui Lamă întrucit acum avem Ѳ = 0іѵі« = изэ, (41) ecuațiile (4 3 7) se reduc la na,ia Hs 23 ~ ’Ь нэ йа цз,за d' O — 2v) *н3 J;t = 0 (42) Primele donj din ele conduc la concluzia că "эФ1 /(“*■!» 2а)т 1J3,a “ > ^a)’ ^з,в ™ ^(J3)+ (43) astfel că a Inia ecuație (42) devine 1 — 2v (іГз,іі 4° ^3 23) ~ us,33 (44) 2(1 - m) tinde d este O Constantă De aci urmează %э = *(*») =- 2лтэ + Й, n3 = cr r~ f |- uj0 xa), (45) unde ă este de asemenea o constantă; Pentru obținem ușor de aci «за = (X + 2p) (2йх3 + й) (46) întrucit prin ipoteză avem = - 0 pe ambele baze, conchidem că jj (2c% -МШ) = (2mr3 + i) dD = 0, (47) it3 = 0 de unde urmează a b = 0; pentru componenta ua obținem deci o funcție independentă de *a, așadar tocmai forma (40) Ipoteza lui Saint-Venant este deci o consecinlâ a ecuațiilor elasticități sv a ipotezei lui Coulomb De aci rezultă In particular că dacă baza ar3 = 0 (sau o secțiune oarecare) este fixată într-un mod care interzice deplanația (torsiune fmpiecficaM), atunci și ipoteza rotației rigide a secțiunilor trebuie respinsa Pentru un istoric detailat al problemei torsiunii, vezi N Arutiunian și B Abramian hL § 113 234 PROBLEMA ANTIPLANA Cap 5 § 14 FUNCȚIA LUI PRANDTL Șl CONSTANTELE LUI PRANDTL a) Funcția lui Prandti Funcția lui Prandtl й Timoșenko — considerată pentm prima &arăD) dc către L* Prandtl [l ]T pentru cazul torsiunii —■ № dovedește mai ușor de manevrat din punct de vedere teoretic, și cu semnificații mecanice mai simple decît funcțiile lui Saint-VenanL Notînd în acest cazy F(A) »a) = (Af Ш obținem din (12 7) ecuația lui Poisson Af= — 2, (2) iar din (12 9), condiția la limită ^,=r( (3) Funcția formulele (12 6) se reduc la sau încă cr31 = jxr fii? — (5) între funcția lui Prandtl și funcția de torsiune conjugată există legătura ce derivă din (12 5): сате arată eă funcția lui Prandtl este tocmai funcția invariantă din (11*30) Din comparația relațiilor (4) și (13 6) căpătăm imediat Ф'(й) =2r,i = 2i f » -I- i J- (7) Funcția lui Prandtl este numai nu potențial de tensiune : un echivalent al relațiilor (13 10) nu exiști* (Vezi și § 12, pag 222) De cîte ori va fi *) în fapt» aceasta funcție era deja folosită dc c$tre J Boussincsq [Ij S 14 FUNCȚIA $î CONSTANTELE LUI PRANDTL 2-J5 determinata funcția lui Prandtlj у a fi ap$i necesară și aflarea funcției r(4? de pildă din (7): G1 = f 3 + Г Я = — f l “ W Ținînd seama de (1) —(3), relația generală (12 20) devine aci: = - £ Л X G „ ds + 2 Кб яа; у dP? (9) 7 = 1 J # PROBLEMA ANTIPLANA Cap 5 unde am notat Д == o (15) Se poate demonstra că sistemul (14) are întotdeauna o soluție unică, ce poate fi găsită prin aproximații succesive; cercetarea acestei soluții arata că fj > 0 (j >■1), astfel că din (12) urmează acum f , #a) > 0 în întrncît funcția lui Grcen depinde numai de configurația domeniului din (14) rezultă ca constantele lui Prandtl sînt niște contante ale domeniului Pentru determinarea lor, vezi încă J Bartha și P Nar&sim-hamurthy Introducînd (8) în (13 14), obținem C = — (#! f ! 4- a-a f й) (І6) de unde, utilizînd formula lui Riemann (A, 3,18) : G = — O i 4- (ajb - 2 f]dZ) = & f (#! ?tL 4- tfân«) da P a?â) dZ> Ținînd seama de condiția la limită (3), luînd f0 0, iutegrlnd pe eu respectarea sensului pozitiv, și remarci nd că (17) căpătăm în definitiv importanta formulă (vezi și § 16, pag 27S) (18) Mai departe, introducînd aci expresia (12), obținem m Г j“r C = 2 У G D; 4- \\b; (я1т я2) d D Jral [ 4-~ ®г; 53) dP dT) (19) sau încă, ținînd seama de ecuațiile (14): C = 2 £ К Л fb + 4 (Ж1, U d Z)x d7>5, SfxSf (20) ceea ce dă expresia rigidității C prin intermediul funcției lui Green întru-cît avem G > 0, b, > 0, f? > 0, din (19) rezultă din nou C > 0 5 и FJJNCȚTA și CQNSTAJflfcXiE IAU FHANDTL 237 în cazul unui domeniu sim piu-conex, formulele se simplifică Astfel, funcția lui Prandtl este în acest caz soluția problemei M— — 2 ta ^=, f « 0 pe (21) așadar a unei probleme Dirichlet Din (Г2) urmează; Г (a^ £а) “ 2 jj G (»M ®S > El» ăDi ’ s (22) iar pentru C avem, in loc de (18), (19), formulele simple C = 2 jj dD = âf «>sr5i, £3) , Să eăleulăm acum proiecția T(s) a vectorului tensiune pe tangenta la o curbă oarecare din Sf, definită de versorul tangentei s (vezi (12 22)) Ținind din nou seama de (5) și (A 3 12), obținem T(s) = fAT [— f,2 «J — f ! Bj] = — flTf ,, (26) unde n os Le normala care formează eu tangenta s uu sistem de axe n, s orientat la fel cu sistemul : prin urmare, pentru o curbă închisă, n este normala exterioară; dacă 1), n este normala exterioară la й?; , așadar normala interioară la SJ 238 PR OH LEM А А КТІРЪ А К А Сар 5 Dacă curba cate о traiectorie а teiівjunilor tangențiale, tensiunea tangențiala- este dirijată după sț și prin urmare avem T(s) = 4- 'î|- în definitiv, direcția vectorului tensiune intr-un punct oarecare (subînțeles : pe un element- de normală paralelă cu 0tf3) este dată- de direcția tangentei la traiectoria -r2) con st ce trece prin acel punct; iar mărimea vectorului tensiune este dată de grad ien tul funcției f (#я, (derivata după direcția normalei Іа traiectorie)* d) Proprietăți extremale Se poate ușor arăta că mărimea |T| O(J>1), rezultă că minimul este atins pe componenta J?(F și valoarea sa este f0 0 Pe de altă parte, din (13 6) avem ІПг-тт -і^[ФЪ) + + m (2Î) astfel că, ținînd seama de forma complexă (АЛ-/7) a operatorului lui La-place : A 0* = ^ + ®1 (2) — Din (1) urmează și r(a?lt â?4) = const, și deci și ф($) ~ conat ; ale-gînd r( H,51 cm Sc adoptă valoarea Ло =• 8,51 cm cnrespiiuzătuarc eoiidițivi mai severe bj 8â ooîtâițfer&m o secțiune a cărei frontiera are ecuația a;j/aa + xljb2 = 1, & (І1) 4 4 4 astfel că din (10) urmează C = waWfta4 + b*)i (12) Aceasta dă pentru gradul de torsiune valoarea г = J?3/KC = [(«* + (13) ți deci formulele (9) devin în definitiv tr31 = — (2 „#/3/тг«63) #2J рай = (2 (14) Pentru medului (Tj = IT| nl vi durului tensiune avem de ucl ІП- (2 J¥,/rn*} У«|7^*~ТФ‘' (J5> futruclt maximul ucc&tei fnneUl este atins p' 7 t trebui# sd gâslm punctele йН4 (1в> Acnii rezultat est# contrar celor ce ы-аг petrece daci ipoteza secțiunii or plane ar fi valabilă i iun avea atunci I ^ Ь*)Ца* + ^)J^, (17> de и ude urmează r(»lf *») = - [(*■ - bW + Ьа)] (ÎS) Ținind seama ți de (13), avem in definitiv «a(*w ®a) = — [ t — 2a* r = — l/6a (33) 3 Pentru accsle valori, cubica (31) degenerează in ansamblul dreptelor xx = a, i, f yăij + 2a «= 0 хй — /зХі + 2a = 0* (34) care definesc un triunghi echilateral eu centrul lu origine Avem deci Ш = (i;6a)5’ г (хѵтг) = (l,'6a) (xj - Злцф» , 3 > * a f(rttxt) = (l/6a)(3xjx3—x|) -(xj 4- xp -t- — й1, 2 3 unde constanta a caracterizează dimensiunlh- triunghiului Expresia іц — (c/GtOXtfct — 4- |z3xa) (36) Fig 5*15*1 deHnețte aspectul după deformatie al secțiunilor inițial plane- Tn particular, Înalțimiie triunghiului rftndn după deformați® in planul ІпЦіиІ ni secțiunii Pentru a determina t* ne rftmhie să calculă in, folosind de pîidb (S3 2I), valoarea C й? în coordonate polare, deducem (vezi 1* Bljik șl 1 Gradstchi J1J, formula 2,216) 5Я/3 9 dz \ ЯМЯ - 3 | 3a\ C - - l 3a\ o 'o 5 sau încă* îutrucit latura triunghiului este / 2 | За, In г aria D — з}'3ei-: C ₽ 0,1153 Da 0,0222 (D4/V’ (37) (38) (39) §15 PROBLEMA TORSIUNII EXEMPLE 245 Observația 5 Folosind diîerite funcții de faima și combinații de astfel de funcții B de Saint-Venant (loc cit ) a rezolvat numeroase probleme de acest tip Observația 6 Pentru triunghiul drept unghie isosceh vezi B Galerkin ]2], volumul 1 Pentru alte triunghiuri, soluția nu este elementară, (Vezi de ex N Gloumakoff și YbYiian Yu [!})- d) Lunulă circulară, Concentrarea tensiunilor Tot în spiritul metodei inverse, să alegem Ф (a) = fcs + лг +i, («>) (fc, k, l — constante reale, deocamdată nedeterminate), de unde r( ? + o§) + \ «5 + 0, obținem funcțiile 4(i) = iei, f(%| " /і211 — 2a (сой Z)/JB], (46) care coincid cu funcțiile corespunzătoare pentru cazul cercului; aceasta decurge din (1L28) (unde trebuie neglijat un termen de forma ifj, corespunzător unei deplasări rigide după cu ni rezultă ținînd teama de (8 10)), respectiv din (11 31) (transcriind formula (2) pentru originea aleasă nu In centrul, ci pc frontiera discului 0 ar coincide eu cele ce se obțin în cazul discului circular^ lumd de la început c 0, și eăutînd funcția ф(^) sub forma din (46) (funcție olomorfâ inclusiv în J — 0, sau care cel puțin poate fi prelungită prin continuitate in acest punct) Vom reveni mai departe asupra acestei ches-tiUDb Pentru rigiditatea geometrică la torsiune, avem din (11 23) și (45) : С = \\(г= - Й») Я dș, cu limitele de integrare c 0 (disc circular cu o mică slăbire circulară pe frontieră — caz limită al barei cilindrice circulare eu un canal longitudinal circular), și c >2a (luntilă circulară subțire) In primul din acestea, din (49) deducem yj — n întrucit c/2a = deducem (53) x' = - CM Л Introducând aceste valori în (50), constatăm că termenii liniari în c/u se reduc; neglijtnd pe cei cubici și de grad superior, obținem C i «tt* [1 — 2 (c/a)sJ (54) ș Prin urmare, dacă c -^0, căpătăm pentru C tocmai valoarea cunoscută pentru cerc O slăbire de forma considerată modifică deci numai cu puțin (și anume, cu termeni patratiri în cja față de unitate) mărimile cu caracter global C și t 0ă considerăm acum tensiunile ce apar în cazul cercului (așadar să utilizăm funcțiile (46) în loc de (44), (45)): T = — іцт(а — j), c31 - — oaa = {tT(—«4- aj (55) Dacă raportul c/|j| este mic, diferența între soluțiile (51), (52) și (55) este de asemenea mică, și comparabilă cu pătratul raportului е/Ш față de unitate Prin urmare, influența unei slăbiri circulare pe frontieră asupra tensiunilor este și ea neglijabilă la oarecare distanță, Dimpotrivă, la distanță mică tensiunile se modifică sensibil, întrucit raportul с/Ц nu mai este neglijabil, în particular, luînd j — c exp (i y), calculind din (51) tensiunile pe frontieră, și făcînd apoi c *■ 0, căpătăm lim T[c, x) = — і|лта (5C) 24 S PROBLEMA ANnPLANA (unde notația subliniază faptul că tensiunea depinde nu numai de punct, ci §i de direcție), ш timp ce pentru discul circular deducem T (0) — — (57) După cum se vede, pentru / = ± k/2 (punctele unghiulare ieșinde alg frontierei) tensiunea tangențială se anulează* Dimpotrivă, pentru X = 0, ea este la limită cu 100% mai mare decît în cazul discului circular fără slăbire* în consecință, o mică slăbire circulară pe frontieră (de ex , un canafl de ungere al unui arbore) mi modifică sensibil nici parametrii globali (C și tU și nici tensiunile la distanță destul de măre ț fii schimb, ea duce local la creșteri considerabile ale tensiunii, adică la o concentrare a tensiunilor cu un coeficient de concentrare mergînd piuă la valoarea 2 (Vezi fii § 4*2, pag 127) Exemplul simplu de față arată limpede primejdia, fi surilor—chiar microscopice—în material, și importanta realizării unor con ture cît mai netede, fără discontinui tați ale tangentei (Ѵёй și exemplul /, pag 259} Explicaț ia matematică a fenomenul ui în cazul considerat este legată de faptul că originea este un pol al funcției (4 4)* Pentru c—>ut termenul polar dispare din expresia ei dar nu |f din expresia tensiunii 7, care depinde de den rata funcției (44) și în care, pentru c-> 0, $ —s-0, obținem termeni suplimentari față de soluția corespunzătoare cazului c — 0 în al doilea caz-limită, avem с/Зд-И, așadar Ținînd seama de (4 9), transcriind (50) sub forma C ■ = а1 [yf (1—8 cos2 x' — 8 cos4 x'l + Й& (COS 7/ + 14 cos3 %') J = și efectuînd dezvoltările în serie, obținem C = — a* Z-” -} (59) 105 unde am neglijat termenii de ordin superior De aci rezultă că, chiar pentru valori nu prea mici ale unghiului yj (sub 15й 0,3 radiani), formula (50) fși pierde precizia, și trebuie Înlocuită cu (59)* Asupra acestui rezultat vom reveni in § 16, exemplul /, pag* 271 e) Dreptunghi în unele cazuri (mai ales dacă frontiera este alcătuită din arce de ecnații destul de simple; drepte, arce de cere) soluția problemei se poate obține prin separarea variabilelor și dezvoltări în seric, eventual după o schimbare convenabilă de coordonate $ 15 PROBLEMA rOnsiCNll, EXEMPLE 249 Fie o bară de secțiune dreptunghiulară, avind laturile de ecuații = -£ a* ± unde b a, (Pentru soluția originală, vezi B« de Samt’VeruiDt) , cap 8 ) Căutînd funcția Iui Prandtl sub forma obținem ușor din ecuația (1-1*2) Со w S XR (^1) (-J^) T L (j‘]) Yh (jtj) = — ГІ -0 Л (60) Fiu 5 Î5J1 (61) Dată fiind simetria secțiunii, funcția f(^lT я*а) trebuie să fie pară Să dezvoltăm membrul a) doilea din (61) in serie Fourier în intervalul - Ь C x h = (64) și alegind în (60) \ = coa (65) ceea ce asigura verificarea condiției f(jM ;ra)L, ™ 6 pe laturile fl₽i = ± b “ obținem din (61) pentru XH ț^) ecuația x; - X; X„ to) = - linir , (66) 7t 2n -|- 1 a cărei soluție generală are forma Хв (a?) = 4 сЬ X* Я4 + sh 1, 4- — —— ?t 2n 4- I (67) Impumnd condiția f (,rM =0 șî pe laturile ,гг = ± bt obținem din (67) 3 oo întrucit o bi avem Xfl n — (2л + 1) ivT de unde th л 0 917 și țh >■ a 1 pentru n >- 1 Așadar, din (71) 2 obținem cu O bună aproximație 16 nfl «33 (Q> *s) = — 111 — 2Л (■“ 1Г , — - — -— COS Лд ifa ■ (2n + (7^) de unde pentru derivată : S rra (- J)ft [Оэд W ^sMu = -ЦТ Lh -sin —-4 у -sin Жз - - 2b 25 дТі 211 4- 1 (74) Această funcție Se anulcară pentru ipa 0 (ca și derivata valorii exacte a tensiunii) Maximul tensiunii pe latura r= 4z в «Ste deci (Utus pentru ^-0: 16 a13 « 0) - 5рт 7t* th (2rt + l)e (75) f (»! , îe ь V со ь Хл tZig sin , Pentru a calcula suma seriei din (75), amintim că oo (- I)" = G = 0,915965 (76) чГо tfn + 3 p & 15 PROBLEMA TOKSÎUWU EXEMPLE 251 unde G este constanta Iui Catalan (vezi de ex i Rîjitî și L Gradștcjn pj, Formula 0/234) Prin urmare, (75) devine 16 cria ța, 0) — (77) 2/j Tltf 5|І- Lh 0,084 ■ Fe de alU parte, din (72) deducem (7«) așadar □ expresie nemegativă, care se anulează numiri pentru x, - 0, tnlruclt avem 5) — - 25[лт 1 - [ (2и (M) Or întrncît avem na ch — ch — 25 5 ch ch —n — 1286, 2 rezultă că 3 2 Я Й ®31 (0T ft) — 2fr^T I — k~ cb(^/2fd Эл1 сЬ(Зп th — 0,084 8 еЪ(ла/ад 9ch(3nu/2ă) 2fr (Intrucit 1 ?> th (тги,2Ь) > 0r917 și = 1,2337, ambele canlitâti slnt pozitive ) Obținem de aci 7Ш 1 [ tb -h 1 - o31 ™ 0, (90) 3 FROBLEM-A TORSIUNII EXEMPLE 233 Celalalt „ — b, 4- 254 PROBLEMA ANTIPLANA Cap 5 înliiucit este simetric față de (7#1? ca și ecuația și condiția la limită (95)j putem alege f0( — x) Aceasta conduce la a lua b'} -• 0 j coeficienții bn sînt deci reali, și (96) se reduce la f0 = V, t>r K' cos ny li — - Op (97) Condiția la limită (95) pe porțiunile rectilinii ale lui & poate fi ușor satisfăcuta pentru f„: întâiei t pentru — 0 avem / - -у тт/S T urmează că cos n/ ( 1 ț = 1 7 ț 2 / 1)* pentru n = 2Л, și deci, dacă luăm = 0, f0 se seine sub forma f0= s **„ R*+1 COS (Bfc + 1)1 = ~ S К+Ж*+1+5**Ъ (9W) fi = — K> " “30 ceea ce asigură armonicitatea lui ți verificarea condiției и,, о-о- (100) Prin urmare, soluția particulară fT trebuie să se anuleze și ea pentru = 0 Este evident că funcția-— 3j =-— J?2 este o soluție particu- 2 2 Iară a ecuației (95), care nu se anulează însă pentru — 0 Pentru a obține soluția căutată, trebuie să adăugăm acestei funcții, o funcție armonică și astfel aleasă incit suma ei cu funcția-— fi® să se anuleze pentru x — 2 — ± */2 Aceasta sugerează să alegem fj = - 2 ^(1 + cos ox) = ^i,„±U2 (Ю1) 2 2 4 în felul acesta, sîntem conduși la a căuta f sub forma -Ra cos 2/ 4J h — to С2й+1Ла“'1 0 OS (2h + l)x unde am notat — — 2ЛЙ1Ч ! și am stTÎns la un Ioc termenii armonici de forma Rm cos w?x- PROBLEMA ToRSFL'NH exemple 155 Pentru a determina coeficienții В^-ц, rămînc să ținem seama de condiția (95) pe cele două semicercuri-frontieră- Pentru Я J? «= jK1? avem deci 2P(1 + cos 2Z) + V Bu+1^+1 cos (2Л + l)x == 0, (103) Л- relație valabilă in intervalul — 7t/S 0 Vom nota uneori acești coeficienți și cu 10 I 1 г Д , М-2Л + 1Х), w m (m2 - 4) (113) Și vom remarca ca m>0 {114) Introducînd acum (111) în (103), obținem prin identificare sistemul de ecuații (valabil pentru m = 2Й + 1 > 0): Bm + fir B rt - ИХ Я? f Яг* - - Bj l„, (115) a cărui soluție (pentru orice m impar, negativ sau pozitiv) este Făcînd uz de parametrul uul-dimensional A din (93), această soluție poate îi pusă jji sub formele echivalente dintre care prima este convenabilă pentru > 0 (întrucît își păstrează sensul pentru fîI? к -> 0), iar a doua, pentru m - 1 2 s a - — Й)- (122) Pentru determinarea componentei este necesară cunoașterea hineliei r( rt, ,rfi) Or, intrucît l 1 - din (14 6) avem f= t— - conchidem că niesubru] al tloilea din (119), eu execpțîa primului 2 său termen, este pur și simplu ț — Im Pentru partea reală a Iul 6(â) deducem prin urm arc r 1 k^’-1 1 — ***** Pentru determinarea lui C este comoda utilizarea formulei (120) I flclnd uz și de (14,23), obținem Г Г “ Г1 Г i ъй t- э C = 2 Uxp ^ ^*2 i ^4+1 Bj Я*> J J A rj J* 1 - fr4ft *" d-R* \ cos (2 h 1} ’z dx dc unde, după caieuJe elementare^ (3h - 1р (1 + - (2Л 4 З)1 к* (1 4- 4 16(2 Л 4 1) (2Л — I)1 (2Л 4 1)=(2Л ; 3)s (1 — ■ (127) Ca ți in problema Iun ulei cfrcularc, prezint A interes examinarea cazurilor linii! Л Jt □ (semicerc cu o mică slăbire sem ici re и Ці г ii pc fronlicnL In origine) țl cazul к -> 1 (йетідогояпа circulara cu pereți subțiri^ Soluția problemei sctnicereukd >t obține pornind tot de la forma (9tț) pentru soluția generală a ecuației omogene — luînd li^ii ad л 0, ți reținind rdario (103) numai pentru Я — 2f0T de unde deducem - Ro-=“4’ 'M+1 = О, Л > 0 (128) Oi-, aceleași valori se obțin drept roz limită din (1П), dacă facem aci /ît -*• 0t A- -* 0, Ca ți In cazul lunuki, acest fapt nu permite taLuți si identificăm soluția problemei nmi-oetcEdui Cu cea a semicercului cu o slăbire pe frontieră - din cauza apariției concentrării tensiunilor PROBLEMA TORS Г UNT Г EXEMPLE Pentru rigiditatea geometrică făcind Ar ■■-0 in (î'27>, obținem л*у - IV л“а(2Л + Па (2* +■ 3^ 0,2975 Kj (іав) întrncît pentru |emi£erc avem D = 1 к/®, iț- ДОк) Дц, Jt = rt/ij, l0 - (- '1 - 9/8 к) 4 = ‘> 3021 R|, 2 4 și aceste valori slnL evident valabile și îti cazul-lîmită al semieoroanei pentru A’ -> O, din (129) deducem t = 0,1204 D1 = 0 0245 (D%h (130) Valoarea (129) coincide cu cea care se obține tratlnd direct cazul semicercului Prin urmare, existența unei slăbiri semicirculare de raza Bj-*0 în origine nu modifică valorile globale C sau t Pentru a sLudia problema concentrări! tensiunilor in vecinătatea originii, să calculăm Iu punctul â = Eț;exp(ix)> faeem apoi 7^-> 0 Din (121) deducem ușor Hm T X) = lirTI Aj-H» 1 - A’ ”1 1 - fc® Л? Rf" exp (2 i Z) , de unde (subliniind prin notație faptul că T depinde și de /): T(0, O; /) = - (8/3tî)îijlt Po [1 + охр (2І£)Ь (131) Folosind aceeași formulă pentru cazul semicercului, unde insă termenul ultim din paranteză nu apare, obținem valoarea (independent ă de yj: T (0, 0) = - (8/3 я) i p г R, = - 2,8533 (JflJflj) (132) (Pentru calculul coeficientului, am făcut uz și de (129) ) Deosebirea provine din existența termenilor polari corespunzători [-oeficienților |(1 — — А’2Л+Я)] Pentru A > 0, aportul lor e nul; pentru Л 4 0, termenul corespunzâtor dispare din ехргеяіа-іітиіІЛ n funcției lui Prandtl — dar nu și din cea a derivatei accsteiИх Compartnd (131) cu (132), rezultă că In timp ce jj^ntru x = ± r/2 (punctele imghEn-tare icșiude ale frontierei) tensiunea tangențială ac anulează, In schimb pentru =; 0 ca eslc cu 100% mai mare dcclt în cazul semicercului, Fenomenul are un vizibil caracter local; pentru -> 0 și I â I > 7^, *c1 expresia funcției T(fl, r amine același termen perturbator de mai sus, avlnd in factor raportul 4 — cure este mict și descrește rapid In celălalt caz-limită (e -> 0), cum calcula aci numai valoarea lui C, în acest scop, vom observa i:ă, iwiind nuinărătornl termalului general din (127) cu cJA) =o (2Л — l)2 (l 4- A+Jj + q) - (2/l + 3)3 Ar4 (1 b A4* ) + Iti (2A -j- 1}A^+* , și condiția la limită bL— -+ const- IJ (2) (vezi C laeob , §§ 7 3 și 7 8), Alcgînd Comparind (5), (6) cu (14 21), se vede că pentru $ = 2 Ș, soluția w coincide cu funcția lui Prandtl pentru domeniul Așadar, pentru a rezolva problema torsiunii elastice11) pentru o bară de secțiune simplu-conexa este suficient să fixam o membrană pe conturul J?t să o supunem unei sarcini normale uniforme Q (de obicei, mărind presiunea de aer într-un dispozitiv închis, cu un cadru pe care poate fi fixată membrana), și să măsurăm deplasările ic iiezultă f(#v șpj = 2(SIQ}w(^u (7) Din J 1 23) și (") deducem pentru un domeniu simplu conex, С = 4(ВД))Ѵ, (8> unde V este volumul cuprins intre planul și membrana deformată Pentru 11 nu trebui sS tnârarftui sarcina Q ți tensiunea S (necunoscută dinainte) este MiHcicnt tain aparat sâ existe, pe ling;'! conturul JZ de studiat, ți un contur-etalnn pentru care soluția exact» este eunosciilA (un cerc)- Folosind membrane din același ішііегіві și aal-gurind aceeași presiune Q (prin comunicarea camerelor prin care se transmite presiunea), raportul Q S se determina nm surind deplasările ш pi membrana-eialon ți comparind cu funcția [(ij, ij euncsciita pentru 'lomcmul-Halon Pentru predzfo mâsiirructrilor, este In general util sft modificăm prin omotetic secțiunea de studiat, întrurlt funcția Iul Praudtl arc dimcnsiumrn IA in urma IransiormArll Ляг - Xp Zxa Л3» funcția f( >d IiiLi'ududnd (11> In formula lui Bredt (14 13) scrisă pentru cele nr componente ііНегіойге ale frontierei, și ținînd seama de (7), obținem Îutrucîl funcțiile Cjț' fj T;j) sini deja determinate sxperimcnlafy derivatele iar потшак 4n lungul tuturor componentelor și deci șl iț^UgrulcJe diu (П), pot fi de nsemencâ caleu^ ■late Prin armare jeLițEiit? (13), (14) alcătuiesc im sistem de tu |- 1 ecuui ii liniare algebrice pentru cele ш -|- 1 constante ^=> 0 Pentru a obține f eșth suficient sa scădem din luate constantele ад aceeași cantitate tty § 16 ANALOG, i MECANICE M E fORSlCNll 26f> Faiiru £■ duhjit-conrx, sistumil (13)T {14) яга turma de unde urmează nQ -r ’ b ds (()/$) Dp {!&) Ih Cijd* i (G'S)Dj J D, J C0lfl ) în acest caz( (17) devine (17> П 1,38 a: in fapt, avem acum de-a face (chiar înainte de despicarea profilului) cu drwl bare ■de secț ivTie sei^icțrcul^tă care rezistă separat sarcinii Valoarea experimentală finală- a lui C este de 34% din cea inițială — și este ceva mai mică ■decît valoarea teoretică ce decurge din (15,129) în ce privește concentrarea dc ten sinii i în vîrful fisuni, se observă ca pentru 0, rigiditatea C este aceeași ca pentru discul circular ; în schimb, 2, (Compară cti § 15» exemplul Pentru o -•- 0,6 Щ raportul a/a0 își atinge maximul (egal cu 6,5), și tensiunea tangențială este de cea 9 ■ori mai mare decît în discul fără fisură- Panta începe acum să scadă, dar ■coeficientul de coiicentrare a tensiunilor îșî menține un timp valoarea, întrucit С continuă să scadă» Pentru c >A ,58 a, raportul a/aft devine sub tiuit ar j aceasta se datorește faptului că tensiunile se comportă асийі ea în vecinătatea unui punct unghiular fesmd- Desigur, aceasta este numtă o descriere тшЬсрсц a înrăutățirii condițiilor tiv rezistență iți bara fumra! iY Pentru & înțelege эдптіГісар^ теВДпісй a fenomenului, să considerăm o secțiune Longitudinala г'тлрпшгн ce trece prin axa ți să separăm - pentru claritate — bord urile sale, așa cum se vede în figura 5 16 6, întrucit în bara dc secțiune circulară lensitiriile variază liniar (vezi (15 3»T teorema de reciprocitate (2 4 16) permite să obținem repartiția de tensiuni din figură (Tensiunile tangențiale ce apar in secțiunibe longitudinale au rolul de a deforma secțiunile normale in conformitate cu ipoteza de dcplanare a lui Sainl-VenanL în cazul dc față, elfc asigură conservarea configurației plane a acestor secțiuni ) | 16 ANALOGEI MECANICE ALE TORSIUNII 269 Dar dacă secțiunea longitudinală este o secțiune ceata, cele două borduri ale ci aparțin suprafeței laterale litere mIl' barei, și tensiunile tangențiale corespunzătoare dispar O parte din materi:ihil barei încetează să lucreze, ți condițiile de rezistență ale barei In ansamblu se înrăutățesc Dispariția tensiunilor tangențiale longitudinale duce acum la deplanarea secțiunii circulare fisurate Este vizibil că avem ifs primit să deducem din (20): w = - ( *’ i 2 J-b de unde* folosind ți (8) ; V = 4 (Q,'S) «P, C^-f- et>3= (25) M J astfel cu (13,15) devine {26) Formulele (24) și (25) coincid cu formulele Umilă (15,90) SA remarcăm că daca am calcula momentul țirdnd seama de (2-1), am obține numai jumătate din Valoarea corectă din (26): гЁ сга1 dJJ 6 - цт ai3 (27) Explicația acesLei nepotriviri este simpla: volumul V este bine aproximat (cu un nțor exces) de prima expresia (25), in care se neglijează w n tp or tarea real a a membranei lntr-о porțiune ce contribuie numai cu puțin la valoarea total й я volumului real : In schimb, neglljlnd componenta ffal In (27) neglijăm termeni de forma oar In care tetbitinilr încetează de n fi neglijabile tocmai In vecinătatea lut urilor mici діе dreptunghiului așadar acolo unde variabili» Zj ia valori mari Acest exemplu ne arați că analogia lui Prandtl (ca orice analogic de altfel) trebuie folosită cu atenție Ea va da întotdeauna o bună aproximare a gradului de torsiune (mărime eu caracter integral) ți o aproximație mai puțin sal isfă cât o arc pentrii componentele tensiuni î (mărimi legale de derivatele funcției f(rji z^)} f) В o re eu perefî subțiri Soluție* problemei anterioare poate fi extinsă, ca primă aproximație, și la cazul altor secțiuni âe formă alungită Astfel, pentru secțiunea din figura 5 1f5 8t vom alege drept Itnie xJt linia medianii (convenabil definită) a secțiunii, Soluția (23) r^mlne desigur — din acdeăți considerente пней-nîce — aproximativ valabilăt distanța b fiind acum o funcție S(zi)* înlruclt coordonatele sînt curbilinii, ecuația (14 21) nu mai tsle riguros verificată — dar analogia membranei arata сД această abatere nu are importanță c$enttalfL Condiția la limită din (1 1 21) este verificat’i cu eveepția capetelor secțiunii $ 1G analogii mecanice ale torsiunii 271 Pentru rigiditatea geometrică ti torsiune obținem din (14*23) fcrv Ts) dD^ 2 dc unde urmează сія, i Г7 d ra , j-fr (TJ **Uâ> dx^ (28* L'ig 5Л6 8 Pentru b(rt) = const , xj -■-■ — a, x* = a, aceasta coincide cu (25) Pentru o justificare riguroasă з formulei (28), vezi Л, Martin (!] Cii exemplu, să considerăm cazul unei lunuli- subțiri a cărei frontieră se obține prin intersectarea li două cercuri definite prin razele lor și prin distanța centrelor (fig 5 16 9) Traslnd cercul median — convenabil definit — al lunuhd, determinăm centrul, raza sa r0T ți unghiul dc deschidere 2y/ al lunuîei Vom nota cu a semi-lungimea medie deU ’ișurahl, și cu l»e seml-groșimea maximă, Cunoscind razele ți distanța centrelor, mărimile у/, т/іО', (33)i Utiliznid și (31), căpătăm astfel t = (J^ X Л"1 d$) : 8(i(Q')4- (37) J lntr-nn astfel de calcul nu poate fi vorba de determinarea tensiunilor tangențiale, ci numai a unor valori medii ale lor, ceea ce se obține ușor din (106), (33) și (36): 7’(s) — p v f s pt T(f3 /2Л) /4Л D' (38) 274 PROBLEMA ANTIPL-ANA Cap, xS Pentru sccți ticni dc un ordin de ctitiețlune mal înalt, rglionamcnlul rămîne în principiu același Exemple de acest ftl sînt date fle pildA de Chi-Teh Wang * 70 — 72; P Ряркоѵісі , ■g 47 j) Secțiuni simplu conexe și multiplu conexe Analogia membranei permite să înțelegem comportarea complet diferit^ a barelor do secțiune simplu conexă, respectiv multiplu conexă, sujuse la torsiune libera Pentru a simplifica raționamentele, vom сопяі- Fig 5,16 14 Fi* 5 16 13 big 5 16 16 Fig 5,16 17 dera o coroană circulară (de raze 0* Vectorul tensiune fiind dirijat după tangenta la liniile f = con st t urmează tjĂ tensiunile pe frontieră sînt dirijate după cum aiutâ săgețile din figură, așadar in mod esențial diferit in cele două cazuri în figura 5 16 17 (earc e similarii cu 5 1S 6)» tensiunile tangențiale1 pe secțiunile longitudinale imaginaro mențin secțiunile norimilc în forma lor plană inițială în schimb din figura 5,16,16 este vizibil că trebuie &ă sc imuiHestc (кркиигеа secțiunilor; dcplusami longitudinală jj3 va fi jiffClliDd pe bordul superior ui fisurii (In lungul semiaxei negative O» In caSEUÎ C), acest volum este aproximativ egal cu cel acoperii de o membrană dublu, concx/i re satisface însă condițiile jp l^i " o* îl vom determina, integrîml ecuația Af - 2, și presupunlntl că forma membranei nu depinde do unghiul polar y în rcorclorui 1 ? polare (vizi {Л І lij pentru ■= 0)T deducem №d-yln (ШП*) + £T ДО> unde terme nul Jugarilniic este scris sub o formă rare nu depinde de alegerea unități 1 de măsurii {Spre deosebire de cete spuse in observația din ț 15, pag, 239, o astfel dc soluție este acum justificată, tnlrurft facem uz de ca pentru domeniul care este In fapt simplu conex ) Impunlnd In general condițiile f(JQ 0, f(JfJ - fr deducem din (3fl): V = pfj - (Я; - «»)): 2 in (Я /Я,), 5 - ’ /§ (40) ■Д TutrUdt în cazul (") avem [\ - -■ 0, soluția (30) se scrie f” = — (Л? - Л») - | - Л (Л* fl'Ș, (42) 1 ațadar chiar funcția lui Prandtl (soluția ezftctă) pentru (vezi (15,2)), 27ІІ PROBLEMA ANTI PLANA Cap 5 Trechid la eaicnluJ deplasărilor, constatam evident ca r1^1 = 0 Pentru căzut ('), avem luai !ntli din (14 0) t( rlP тр =f + -2 № vlu(R/R0) -ui R’ 2 2 ■ți deci 1 ФШ ț(xt, 4- țrîn (Я/Яр) -i— i®gț 2 ■ceea ce cu aduce Ia expresiile -^”(5) -ІГОД/ЗД + — irtj r(,,{^i i-2) = - Y X- '■' = -UîJ - {43) Овйбііѵлтік , Aceleași relații aproximative pot fi utilizate cu succes chiar și pentru eentfaoroana circulară cu pereți suhțirî Astfel, luind — 1 Rx ~ 0,9, din (15Л23) oblinem г (1> i л,-2) й= 1,41 (unde șm reținut 4 termeni ai seriei) Or, soluția aprcțxinwțtlvâ (43) dii йгисі același Rezultat, (Subliniem cil nu este vorba de о compar tnr nu mu ii a parametrilor glo-beli )) în particular, este vizibil cii pentru s?1> Q șl > 0, capuhlm aqadar a materialului еѵопо-шіхіК Se înțelege ca aceste raționamente își pierd sensul în cazul torsiunii împiedecate Pentru a încheia^ reproduceai Încă liniile de nivel obținute prin analogia membranei pentru о coroană circulară (cu R^Rq « 0?2) cu o fisura exlerîoarâ radi аІЛ, per rn ițind iirmăt i ren procesului de fisurare Se pot rcpHa aci cele spuse relativ Ia exemplul Fig J17 PROBLEMA TORSIUNII PENTRU BARE DE SECȚIUNE SIMPLU-CONEXA METODA REPREZENTĂRII CONFORME în cele ce urmează, ne vom limita la cazul unei secțiuni ftimplu conexe^ în planul Problema torsiunii ве reduce Ia determinarea funcției ф(^)т olomorfe 5n Șfif din condiția la limită (13 3) sau (13 5), Întrncît § n TORSIUNE METODA REPREZENTARE CONFORME 279 аѵеЙ 3? — ^(jȘî fo — 0 notînd cu i un punct curent pe frontiera 2Z, avem Im^(t) =ltt (1) Uneori* pro hi и ту astfel formulată, se rezol vâ elementar cu ajutorul ața numitei „metod, (A Stevenson [LJ; Th Higgins jîjjh Апцйіе, dacii ecuația ?й) — 0 а fr*mt terci transcrisă in variabilele 3, poate ІІ pusa sub forma fKO 4- Sțtj = t t Ц- consta (2) undto з( ) este valoarea la limita a unei funcții 0(4) olmrtcrfe în atunci soluția problemei (1) este direct construită sub forma Ф(й) = ilî(S) 4- const (3) Unele exemple de ace^t fel vor fi date in § IST d și b Totuși metoda nu se dovedește dceti rareori eficace Linia principală de abordare a problemei torsiunii o constituie utilizarea mijloacelor teoriei funcțiilor complexe, ale căror posibilități practice sint limitate numai de posibilitatea construirii efective a reprezentării conforme corespundat сате (exacte sau aproximative) a domeniului pe discul unitate Д* (pe care-l vom nota aci cel mai adesea numai eu Д) Rezultatele și formulele necesare în cele ce urmează sînt date în §§ A 6-A 8 Lazul domeniului dublu conex mi este principial mai greu — dar calculele devin mult mai complicate Pentru tiu ordin de conexiune superior problema își schimbă caracterul, și rezolvarea ci teste considerabil mai dificilă Fie deci cunoscută funcția (4) care reprezintă conform discul unitate Д de frontieră у din planul pe domeniul simpla conex Inversa asestei funcții este К = (5) Prin ipoteza, funcția (1) este olomorfa în Д, iar derivata ei nu are zerouri іпД (puțind avea totuși zerouri sau puncte singulare pe y) Pentru comportarea la limită a funcției со (£) și a derivatelor sale, vezi § A 6, pag 728—730* Pe cercul unitate vom nota 4', t = J|g, — w (c) — к;, (7) 280 ț= 40L3LElMA ANTJPLANA Gap 5 Cunoașterea funcției cofț) permite determinarea efectiva a diferitelor elemente ce depind de geometria domeniului (vezi £ ЛЛ), Exemple de reprezentări conforme relativ simple utile în cele f4* urmează sînt date îd § A 8- Îd general, problema la limită (1) nu poate fi rezolvată direct Ea poate fi însă abordată prin transcrierea tuturor elementelor problemei în coordonate naturale (vezi § A 7) și prin rezolvarea problemei la limită corespunzător transformate în planul ț (vezi § A 7, pag, 735) Atunci 0int este cazul, vom atribui funcțiilor de j (considerate deci in planul „fizic’1) indicele inferior „r\ păstnnd aceleași notații, dar fără indice, pentru transformatele lor prin intermediul reprezentării (4), Avem deci (vezi (A 7 -1) — (A-7 5)): т(Ч(і) = âM«)/aș = W = v P/«'«) Funcția tp(j) odată determinată, obținem imediat Ы») - (?) ceea ce se poate calcula efectiv dacă (5) poate fi explicitate în caz contrar, funcțiile 6) {£), -ф(£) dau soluția sub formă parametrică: pentru orice U Д cunoaștem punctul сате îi corespunde, și componentele deplasării și tensiunii în arest punct Anume, formulele (13 6), (13,9) devin T-U = ^^C), «, = tMK)- (10) în aceste notații, condiția la limită (1) se serie Im ф(c) := — co(cr) w(a), (11) ce trebuie să permită determinarea funcției 1 (7) olomorfe în /7 Pentru găsirea rigidității ramîne să facem uz de (13 25), ceea ce se va scrie C=h~ Re Cu (12) unde este momentul polar de inerție țin axele ce rezultă din (4), iar Ca = ф rt dt, J Sf (13) Pentru Jn dispunem de formula (A 732), iar pentru Be Q avem de introdus în (13) funcția deja găsită v(£)? de ținut seama de valorile la limită ce decurg din (4)t și dc calculat integrala corespunzătoare pe y 5 17 TOR&IUME METODA REPREZINT ÂRU COKFORȘțfî 281 Pentru rezolvarea acestei probleme, vom ©spune aici trei metode a) Metoda Cu și la începutul paragrafului, dacA produsul poate fi pus» sub forma sumei unei funcții dc a cu funcția conjugat A accsteian șl dacă arbuștii funcție este valoarea pe у a unei funcții olompțfe în Д, problema este rezolvata, în particular* moto da este Întotdeauna aplicabilă daca oj ({■)' este o funcție rațională (hi particular) un poli шип) în t r -adevăr, din (7) urmează că prodigul o oi este valoarea la limită a produsului Це funcții raționale м (£) dintre care prima are poli numai in Д-? iar a doua, numai în Д~ Di^compunind acest produs în stimă de fracții tâmple, ți nolind cu JîtQ suma tutLrrur termenilor corespunzători polilor dîn Д, rezidtă ■■ Iritriicît produsul ec(o) ы (с) este real — ей trebuie sâ avem = ЯЙІ 4* Mo 04) (plus eventual o constantă reală determinat Й), tiftruclt este prin construcție olomorfă în Д+, soluția problemei este lK?:> = î jț (ч)т ф(ч) sînt olomorfe iu Д, și deci, forma eo W - O (unde coeficienții = £ »+*«*» ■B-• “ S = ~“ “ °’’’ Uinic sînL cele două гercttrkfrentieră) iar v,dările constau! dor Iul l'rarnlli Raționamente dc același tip cu cele de mul xus duc la determinarea rh-ctivii a funcției ф(£) sub forma unor integrale definite (L Barteh [Ip sau a unor seri» Ілііггпі (E* Deutsdi (1 ț) Ne vom mărgini numai 1в я cerceta doini exemple in f 16, d și e Remarcăm că utilizarea acesttd metode tui pretinde cunoașterea prealabilii a constantelor iul Prandtl Aceasta era de ațteplat, intrucit ele depind explici! de tunel ia lui Green a domeniului (vezi (14Л4)): gfadiir In definitiv dea>(£) §18 PROBLEMA TORSIUNII PENTRU BARE DE SEC^IUNf SIMPLU CONEXE Șl DUBLU CONEXE EXEMPLE Vom da citei'a exemple de secțiuni, eventual fără utilitate practica directă, dar pentru care metodele de mai sus рот П aplicate ușor Ele își păstrează valabilitatea In numeroase probleme mai complicate din punctul de vedere al calculului dar nu diferite principial de acestea* TORSIUNE EXLMJ’LE 2S5- ) = ti 4- wnst , astfel ca (17 3) dă imediat soluția sub forma {compară cu {15 21)) *№ ft pentru problema droplonghiub î dar In acest ca* aplicarea ri orie in fond un ікѵик al metodei мрагДгН varia bilelor ь b) Car di oi dă In § AÂ exemplu c, sînt calculate diferitele date geometrice necesare pentru studiul secțiunii mărginite de o cardioidă exemplu simplu de studiu ;d unei secțiuni un funcția dă imediat soluția (veasi (17 15)) sub forma ф (£) w» ia* (8 4- 45 + P) 4- cou^t, (5) Punînd condiția Re ф (0) 0, deducem eă constanta din (5) este pnr imaginară, fie ea Lff (cu К real) Punînd și condiția / □ = 0, obținem f0 = Im ф(а)—-г ы (9) 6» (tr) 0, de unde /І - 3 aa Cu aceasta, ț5) devine în defmțtiv + (!;> = ia2(3 4- + ;a) (6> AceJusi recitat poate fi obținut prin metoda ытіНое Constanlrk оэ* Шп (17 1Б) зи ѵиіс-rlJe 6jd = a, Wj 1Î41 oj= = ф toate celelalte fiind nule Din (17 1HJ ți (17-24} obținem anim - ta4T fîj Ей~ E4 = az E3- 4o*, E> = 6o* Din (17 22) oblint-m deci funcția de tnreiune sub acreați formă (0j* PBOBLEMA ANTIPLANA Cap, 5 186 Aceeași probi rina se гешіѵй (după calcule și rmii puțin laborioase) țl cu ajutorul integralelor de lip Cauchy Anume, din (17 31) deducem Io* f (1 -h (?)” (1 + W = —Ф dO^O) (7) 2іТІ J Y G “ £ Numărătorul intngrandului este volonrea ta limita a Funcției (1 04/sa- ol^morfii hi Д cu excepția punctului £ — 0t în vecinătatea căruia ca arc forma (I + O‘K* = ț-s + 1C-» + f (O, Г,£> = в-МС + !?, (8) ftj(s) fiind olomorfâ in Д Din formula (A 1(1,20) obținem deci pentru Integrala din (7) valoarea ia* Г,(О »i (7) dert» ф(О = ІоШ + 4 ț + ț>) + ф(О) (9) Luînd aci — 0 obținem (abstracție Llrtnd de o constantă reali nedrtcrminabtLi) ф(0) — - — 3/o3, astfel că (&} conduce din nou la (6J Pentru a calcula C, din (17 29) se obține C^ITtto* (10) Pe de alții, parte, putem utiliza formulele (17 12), (17 13) Integrala Jo se calculează cu ajutorul teoremei reziduurilor și are valoarea (vezi (Л 8ЛЗ)) Jfl = 36rca* (11) Cantitatea Be Ct se calculează utilizînd (17 13), (3), (6) și teorema reziduurilor, de unde Be Cj =»—ia*rt> [о* Ц-4 a —* 4 o4 — ст2] X 1 J j* X d[(l + -h tf-1)1] = 18*л (12) Ținînd seama de (17 12), regăsim deci pentru C valoarea din (10) Funcția de torsiune țl coEthlantn C (șl deci țt t) odată determinate, djn (17 10) (3) și ■(G) obținem componentele tensiunii și deplasării Astfel dc pildă deducem TC t) = iuro [(! -! ț)’ - (2 + Ь (1 + O"1!- (ÎS) Soluția se iranscrie ușor Ш planai fizic Anume, avem Ы» '= i*’ ІЧИ) + 2 (swM1i (H) r(lt(J 5) = - і|іта țl - (jfo) + (î|arf ■-) (13) Deplasările - care depind numai de 4(0 și dar funcția j/r nu este ulomorfă in Д, ți deci soluția tiu poate fț scrisă sub forma (І7Д5) Nici metoda scfjî lor nu est? indicată : ca metodă exactă, ea este depăși lă in eficacitate de metoda integralei de lip Cauchy: ca metodă aproximativă ea mi o recomandabili datorită prezenței punctului critic — —1 al reprezentării, (Tu razul cardiuidci, preze nța aceluiași punct critic ț = — 1 mi se făcea simțită, tnirudl = = ia1 h Ițe) - t»(a)T unde пт ținut seama ей In ( — 1) — irt Pentru a determin» rigiditatea geometrică la torsiune, a-veni de calculat mărimile Je și Не Cj Obținem mai întH din (АЛ 32) (31) Pentru a face uz de formula (17 13), vom ține seama că urmează din (28) « i o și deci, utilizînd dezvoltarea in serie (26) : ia® li (32) Aceasta este o funcție reală, tnl radrvăr, să ctmsidrrâra seria Fourier : h ■ да h ** — de undcT înmulțind cu а ți inlcyrtnd pe y: (84) Pentru integralii din (34) avem pe rlnd Af* = () (a4 / fu) dff да 1 ~1 / ■ ■■! у 1 - = J Л (2 h + l)â 8 găsim așadar у = л , (30) Л (2 h + 1) (2 h + 3) 2 Q = A a\ (40) ir în definitiv, din (17 12) obținem astfel С = (т:/4 - 2/t:) «4 0,149 a4, (41) și eu aceasta ртоЪІеша este, complet rezolvată 5 ÎS TORSIUNE EXEMPLE 391 Diu (28) și (17,10) avem de exemplu : Expresiile (2S) și (42) se transcriu ușor In (Hanul fizic eu ajutorul reprezentării Inverse din (iG) în punctul critic ți* —1 (punct unghiular ityindji atît deplasările cit și tensiunile rănii» finite; mai mullT In acest punct avem chiar U ™ Uj = T = 0 (Vezi și g 10, pag- 26Gh> d) Coroana eliptică Concentrarea tensiunilor Sh considerăm funcția din (A 8 17) J =ы(0 = е С + Г1) («) care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze pfl > i dale In (A 8 18), pe domeniul mărginit de două elipse con focale (E, Deutsch )- Că u tind funcția dc torsi- une sub forma seriei L&urent din (17 32) și țlnind seama da faptul că pe cercurllc-frontierft avem 5| “ ₽1Л ІД, = Pil *■ (W căpătăm din (17 33) următoarele două condi(U la limită (j 0 1): Im ф (O | = — c* (pj tj -h pf1 a“’) (p; o-"1 + pf1 o) + fP (45) Unde f0, (, slut constantele Ini PraudU), de unde £ (fr p? - P-•) e* = le» (a» + Pf + ₽T* + •-*>+Wf ■ («) П 4 —!в !dentJticirid coeficienții obținem din aceste două condiții, relațiile: n = 0; țj “ ( p0 — t pD1 Gh (47) rt = 2 : Ъ Pi! fr £ Pn" t*1* n>3: \ p3 - fu** - 0t precum și relațiile analoge ce se capătă dacă tnfocuim aci p0, fe cu pr (Pentru Indici n se obțin relații complex conjugate cii cele din (47) ) Din a doua și a patra relație (17h Ішргеипй cu relațiile corespunzătoare lor pentru pl+ deducem evident \ -= U pentru n 0t ±2 (48) Alcglnd fn = 0 prima relație (47) conduce la sistemul I’D &Q ie1 (pj + Pi ’), - ьл = ic* (p“ + pL-“) + a U1» 252 PROBLEMA ANTÎPLANA Cap 5 de unde 1 * j, Ini b0 = —(рц + py (49) 2 ( f = 2 ez (pg + p"* - pf - pj-2), (50) 2 în fine, a treia relație (47) conduce ia sistemul 1 Fo — "^-2 po “-ic8, ft2 Pi “■ ÎL 2 pi ■ *= І 0 in așa fel Incit f0 = O, Constanta fj a rezultat din calcul, și valoarea ei nu a fost necesară pentru determinarea coeficienților Pontru a calcula rîgidîlslca geometrică la torsiune, vom utiliza formulele (17 12), (17,13) — unde vom ține seama că de dato aceasta frontiera & este alcStuilâ din doud componente Din (A/7 32) și (43) obținem acum (compară 1 <> -4 4 №3) sau încă, ținind seama de formulele (15 24): C = /1 - (І + k*;2) Comparația eu (15 25) arata că prezența fisurii micșorează rigiditatea geometrică ia torsiune In raportai 1/(1 — k3/4) (compară de pildă cu (15ЛЗ)) Sf așadar pina l₽ cel mult 25% pentru к -> 1, în schimb concentrările dc tensiuni sini considerabile, tu lr-а de văr, introducînd (43) și (61) în expresia (17 10) и tensiunii tangențiale compfex^, obținem pentru discul eliptic т , PÎ — b-, prp = (’*,/«) (л p,)-', J = 0,1 de unde, notînd к = pT/p0: —Л= -1 а*-1 г01 l~kîp 1 - bf — i a’-»®’ (7 1) (72) (73) (74) Pentnx p 5- Momentul polar Jo în axele eoreapunzătoare transformării (66) se poate deduce fie folosind formula (АЛ 30) și im raționament similar celui din (17 23) — (17 27), fie ou ajutorul teoremei reziduurilor Vom conveni să notam eu indicele superior „(T\ respectiv „1”, mărimile relative la cercul exterior, respectiv la cel interior Așadar, avem în general J=O,L (77) Din (АЛ 25) avem =*13+ Дц Do? și o relație similară pentru cercul interior Prin urmare (vezi (5Л5 4), deducem /;= 5тг(ЯЛ- 2 «5 Й5), JA^ (78) Zj Cli tiUu cî-e exercițiu dăm șj Raționamentele cp fac uz de reprezentarea (G6) ți de teorema rezid ii uri ioc Din a doua formulă (77) avem mai Inlif r Po \ U - ti p0 и/ 1 i o — — — i pe ■■ do 09) 4 Jr - ft Pe)*(i — a poa}3 Întrucit apo 2 Ținlud эеатя de (71), aceasta coincide cu prinia fermiihl (78) Fenlrti/Jt rezultatul este BÎmilar- Pentru a uza de metoda seriilor din (6G) deducem mai In Ui astfel câ (Întrucit to0 — 0): } = O (ț) = £ c», (0 — '> Г» (31) ъ’» ~ £ "—«“i h О’ - H l-t (S2) Din (77) avem acum 8 a 1» ТТЙ (Ю) 1 41 ■ - T S 4 n - Sa trecem acum la calculul integralei I -] £ pj(î^3 -îa-^Jdc, (89) Adăugind și j&eăzînd -’»,£ 7H«a Р5Г 4 2/01 I P — a I pH 1 — *' Kat a* ot> ® «»£ p и3 ріуч-tB1 у ? î*=l £■ = ( (a? № d>’ în (92) apare din nou seria (86) și trei serii de forma oq rvJp oa йо ай IM = S P-7-—^ *5>* + S?№*)’ + £?(*MM-• ■ ■ = (?b) + c(^») + c (&x) + • ■ = — — + ——— + (1 - K)= (i - £* «)’ fc4 ж ” (,i ' de unde ел фР m MLjfr D{ t) ^Ț,p —— = ж V - Ținînd seama în (92) de (86) și (93), avem deci Re C, = (« a„M (M («’>») -*- W(^₽î)l ™ - (Л91/^) [a,C'(«2?1) + î0, I>(a^pO + tnlD(«2pT)] Utilizmd (86) și (71), avem mai întîi C (a’p'n) = «apo/(l— «W = М®Ж) C(«2pî) = a2fîi, ș i prin urmare Re Cț = + 2%?wanPr J [fcÎJ,/(l - «W^ - P '-0 (93) ВД - £ [k^ia - n^+- pB®1 - p-’O Pî i ^*7(1 “ a’fe*’PD® I (9*> Й Să separăm în prima și a treia serie din (91) termenii corespunzători Iul > = 0, și să înlocuim în a doua serie pe (p + 1) prin p — ceea ce face ea limita inferioara de sumare să devină p = 1 Scăzînd suma ultimelor 4 1* TORSIUNE EXEMPLE 29У două scrii (acum vizibil egale) din cea dintîi, și ținînd seama ей лю =- lfllf se pune in evidență un factor pv, care înmulțește aceeași serie, sumată de Ia l la ud Termenii rămași din prima șî a treia serie pentru p — П ѴОГ fi т ^01^3) I pî/(l tt“pî)" l — — 4 (95) După efectuarea tuli ou г acestor operații, (91) devine Re C( - -а^б - + ^₽7 £ [^/(1 - «’^pî)1] + •—1 * + âff&BÎ + (96) Cu ajutorul expresiilor jS, Ji din (78) și al valorii Re Q din (98), pulem calcula acum rigiditatea C = /e — ReC, Grupînd termenii ce ртоѵіп din J„, cu primul, al doilea, și ultimul termen din Re Cn căpătăm formula finală С =1^(йі- Jîf) 2^8,5? - 2wîjvp? £ [k*/{l - (97) Formulele (76) și (97) permit să se aprecieze gradul de precizie al rezultatelor experimentale obținute puni ni aceeași problemă, cu ajutorul analogiei lui Prandtl (vezi § LG, exemplul h), OBGEHVApJk -l Cazul in гяге гі-гені interior nu este guh ci este ocupai dr un щаіегіні tu и/Л- со ІЫ ante elastice, a Fost Studiat practic vorbind pu aceeași râie- dr гйігс J Vekua ți A Htihudze [t], sie căror formule Umile slut reproduși de N Mushciișvill » 5 I-10 rt- /7 Domenii reprezentabile conform pe discul unitate prin intermediul unor funcții polinomiale (Soluții aproximative) După cum am văzut în §17, soluția se obține ușor ducă funcția w (£) este un polinom- în foarte multe cazuri, cînd funcția cu (ț) nu este cunoscută exact, sau arc o formă complicată, pot fi utilizate funcții care reprezintă conform discul unitate (sau o coroană circulară) nu jw domeniul considerat, ci pe un domeniu apropiat lui In acest sens, vezi indicațiile din A 6 — A 8 Aci ne vom limita la a prezenta un exemplu Funcția rare reprezintă сопТигщ dlsrul-Unltalr ]Jc interiorul elipsd are o structură extrem de complicată (veci (Aji 24)) Să coimidcrAm elipsa 3 - 5 j — r; + — = Din (17 16) (17 10) țl (17 24) obținem valorile o», » 0 99 ; u3 — 0,12 ; ca4 - 0,03 ; = 0 01 ; 2fi*0 99; B± = 0J2; fi4=*0,03; fi* = 0 01 ; fit = 0 98 ; E4 = 0,24 ; Ef « 0,07 ; fiB = 0,03, Unde am reținui In calcule numai primele două zecimale Celelalte constante sînt iude sau negii-jaidlc Din (17 22} ți (17 29) deducem acum «0 « І (0,5 + 0 12 C1 + 0 03 t? + (ЦП P) C - 1,6L (100) Pentru a evalua precizia acestei soluții sâ и comparăm cu soluția exactă Pentru deveni eliptic definit de frontiera (98) avem din (15,21) ți (15 12) *tl) Ц» “ цол + 0,126 i’J С = 2ТГ/ѴІ5ЭЁ 1,6X (101) Or i ii Irod ud ml in (1011 funcția de reprezentare (99>, obținem exact fiiiulij din (IOD) Pentru același disc căpAtăm din (61) soluția ф(С) « І (0,017 C 4- 11,017 Г" + 0,533)» (102) In timp ce pentru discul eliptic cu o tăietură intre focârc deducem, luînd pt = 1 in (52): |}»(C> = i (0,015 î? + 0,11» VS + 0 533) (103) Deosebirea dintre formulele (100) ți (102) se dat circște, evident, faptului ей In cea dinții avem Ю 1 iur In cefi de u doua 1 ^|£| pfl |/\ -j- |'15 — 2,805 (disc, respectiv coroană circulară) Dacă frontiera zz prezintă panctc unghiulare — așadar dacă funcția d evident Observații asemănătoare se pot face relativ la problema torsiunii pentru domenii poligonale Metode mai eficace pentru reprezentare» conformă aproximativă Unt indicate la finele 3 A 6 pag 733 țf) Alte m^locfe pi tipuri rfr probleme (J Sistematizare a imensei literaturi existente asupra torsiunii mi intră Iu scopurile noastre, Indicăm InsA aci Unele probleme, metode țE arlicok Deplin justificat» pentru studiul teoretic al problemei, metoda reprezentării conforme t|i pierde eficacitatea In multe cazuri practice Peniru domenii aimpln гплете această гПс&сИаіг depinde direct de posibilitatea realizării reprezentării conforme cu ajutorul unor exprerii polinomialr cu relativ puțini termeni Pentru diferite difkultflțl re se ridică in accasti’i direcție, precum ți pentru compararea posibil i-tdților a diferite metode aproximative, vezi IL Porii sky ți C Danhnrit |1 ] Pentru alte indicații asupra acelrcați teme, Vezi L'icieie § A fi, în cazul domeniilor duii/u солсжг, ile terminarea funcției de reprezentare cele încă mai complicată Aecsto dificultăți cresc ți mai mult atunci dud componente Ic frontierei sînt foarte apropiate Intr-o porțiune oarecare : in acest caz apar inevitabil puternice concentrări ale ten> lunilor, ți se constată o fetită convergență a st-riilm Laureat ce dâu soluția In coroana circulară, imagine a secțiunii Pentru astfel dc probleme au fosl fokisitc cu succes metodele teoriei ecuațiilor integrale : vezi S, Mihliu (11 partea a ll-a, capitolul 1; D Șerman ]7j Veri ți D, Șrrman [K|, ți 2 1 (cu indicații critice șl bibliografice detailate)^ moncgralia |9| a arehihiși autor, Aplh tarea «nor astfel de metode în cazul (mai complicat} al problemei pkiuc este schițată mai jo$t In f$6 23 || 6 2 î Cazul domeniilor cu puncte unghiulare pe frontiere prezintă dificultăți suplimentare » iVutru anumite domenii po/tyonofe (regulata sau nu, simplu conexe sau dublu conexe) și mai ulra peidru domenii ușifj dv descompus in rlleva dreptunghiuri și triunghiuri (profile în TT In 1 in cmec ек' ), N Arultonian |2j a viei borul o metodă de abordare directă a problemei prin suprapunere » soluțiilor со re spun zi ud fiecăreia din componentele iul Aceasta conduce întotdeauna la rezolvarea uiw sisteme îhÎculI«■ dc ecuații algebrice liniare, care se dovedesc a fi complet regulate, Ifezultatati- lui B Abrumlau bk Akxandj Îmi, A, HidUuLm, N Gub квдіап, pentru diferiir domenii simplu ecmexr și dublu conexe ilv aceri lip, sini ditai? șl expuse In monografia Iul N, Arutiuidan ți П Abrmnlan [l|, (Rcntiu Istoricul chcstEmul, veri loc Ci! , §3 3 ) Mduib Г5ІС folosită ți de A Bejenltci [Ij [2h К DeUbrh (31, (5| Kc Toate aceste rezultate peniiil compararea soluției exactc cu soluțiile aproximative obțiizuie prin metodele schițate iu 3 16, exemplele f g și f țl dini adesea șâ concluzii piivHoan* ia concentrarea icnsiunilor In vednătatrii unii murilor intri mic Pentru alțr tipuri de domenii, notăm aci tmele №lu|îi relativ sjmph-, obținute de M Abassi {!]; W- BassaJJ (1 jr ; L ftamburger et al, UJ; A, Herzfg [l]ț U lacob , 392 PROBLEMA PLANA Cap fi Calculele care au dus la formulele (8), (12) sînt mai simple decit cele ce au permis stabilire^ formulelor corespunzătoare (5 8 10), (5 8 32) Formulele înseși au un aspect mai simplu — dar în fapt o structură con* sid crabii mai complicată : în locul termenilor poli nominali din expresiile menționate, apare aci o a doua funcție necunoscută Problema este deci calitativ mai complicată decît cea anti plană — beneficiind, totuși de metode de studiu apropiate Acest paralelism constituie unul din avantajele esențiale ale utilizării potențialilor complecși în problemele plane și antîplane Funcțiile lui Kolosov și MnBhelișvili sînt potențiali de deplasare, și prezintă deci în raport cu funcția lui Air у aceleași avantaje ea cele ale funcției lui Capiideo și Milne-Thomson față de funcțiile lui Prandtl și Timoshcnko (vezi § 5 32, pag 222, și § 5 19, pag 303) Să calculăm acum componentele vectorului deducem ușor astfel eâ (15) devine sau încă 4- — — НфЙ) + Я- (16) (П) (18) (19) încovoierea in consola '■Г ■ 303 § 19 ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLĂ a) Încovoiere și torsiuni Vom trece acum la cazul general R -i- 0 cind — după cum am văzut în § 9 - secțiunile sînt supuse simultan b alunecare, încovoiere, ți tor siune Г ta (9) jZ £F Introducînd acum (11,2) în (7) și ținînd seama și de expresia (17,12) a rigidității geometrice la torsiune, obținem după calcule elementare formula ft 1 l+2v — uv C -! -c Im Ci ™ - Im (ot Ст) fe- 3 ^(1 + ^) (a Q - Re (a C4)* (10) Pentru determinarea lui т este deci suficienta cunoașterea funcției ф (â), și chiar numai a vaforilbr la limită ale lui Re ф (3) în cazul torsiunii (10) se reduce la (13 15) Annntiîij tă R esLt un vector pljsanl Prin umiârc, dnd vorbim drspre un vector opl/tctif tu subînțelegem că suportul său trece prin £й 306 PROBLEMA ANTIPLaNA Gap- 5 Uneori este preferabil ea In locul integralelor curbilinii din (1(1), să utilizăm integrale duble în in care să intervină de asemenea numai funcția de torsiune în acest scop, să considerăm funcția lui Prawdtl ■extinsă la domeniul ^4 : (11) și să introducem integralele (12) Ținînd seama de formula (14 18) pentru C obținem ușor Й» j f + Д f,Dt =|C (13) De a sernenea pentru integrala H3 avem Hj )Д f jiD-H Sfftio, (14) Între integralele Cf, din (8) și integralele Ht din (1 2) există relații simple, care se explicitează utilîzînd formula lui Stokes (A 4 29): G ж 2І Hj 4- i К $'»d>4 G = 4І Hs + І ЭД Ф' 8» dl), & ® ( 15) С, = 2i Нг + i fi £' j j (17) si Mai departe, folosind formula (14 7) (Ф'Ш = 2i fu 4 i$), și din nou formula lui Stokes, căpătăm g ^'3 dD = i(2H - Jo), Иф'з» dfl = 4І H, и- , fL'jjdD-2ІНа(16) JJ 1 astfel că tn definitiv (10) devine M - p/vC + aHj Be(ăH2) - (17) Im (*H3) § 19 încovoierea în consola 307 Integralele Cf și H, depind numai de soluția problemei torsiunii, mai ușor de rezolvat (exact, aproximativ sait analogic) Toate aceste integrale sînt deci niște constante ale domeniulviț și au semnificația unor jseomeb/er la l^rsivvea de ^ernwre351)- Formulele (16) și (17) vor Înlocui în cele ce urmează formula (8,1-1) pentru determinarea lui v în ce privește semnificația lor, vezi $ 6, pag 189* c) Centrul de Мсотоіете Prezintă importanță evidentă cunoașterea cazurilor în care încovoierea se produce/Йгй torsiune, așadar fui il tensiunile pe care uimunva le provoacă Леса valoare a Iui т penini rare torsiunea dispare, se va nota те; din (9*4| rezultă И’ =-“ « Se) = ^—-ДТ Jmfăîe) O») așadar o cantitate unic determinată ] iacă axele sînt centrale, avem - 0, Relațiile (10) și (17) e^plieitează dependența dintre т și Jî&^ în particular, vom nota Cu J?/r acea valoare a momentului j7/!J care corespunde lui -f, și se obține deci introducînd (18) în (10) sau (17) Îutrucît depinde de poziția punctului de aplicare a sarcinii R, m-seamnă ea valorii t, îi corespunde o anumită poziție a hii sau — Ceea ce este același lucru — a axei centrale a sarcinii Privind relația (2) ca relație ce dă momentul Х]га funcție de R și de -țe, obținem prin derivare l^2\(dJ^dR\ (19) ceea ce poate fi de asemenea privit ca ecuație a axei centrale In particular luind pentru^? valoarea Jllf, și notind cu ^punctul j, corespunzător, așadar acel punct de aplicare al sarcinii R pentru care încovoiere;! se realizează fără torsiune, deducem din (19) g>2i (MlJ&fy (20) Țin i ud scama că У//г este funcție de R (vezi (18) și (4 12)), punctul aceste unic determinat, și nu depinde de sarcină, ei numai de configurația secțiunii, și de v (Se constată că variază foarte, puțin ea funcție de v Vezi mai departe (20 95), (22 24), (22 52) Vezi și C Pcarson ) Punctul & astfel definit se numește centru de încovoiere (R Cepildeo 11 j - care не referă la un punct de vedere al lui A Stevenson, ctmducînd la (18) ; L Leibenzon j E Trefftz ) Dacă sarcina este echivalentă cu o forță R al cărei jsnport trece prin încovoierea se produce deci fără torsiune Intrucit acest suport u) Totuși Мгй я pultii ilabiJJ» de exemplu, că т scade tind acvile ccmsLanie cre*e ЗОЯ PROBLEMA ANTIPLANA Gap, 5 coincide cu axa centrală a sistemului de sarcini, este suficient să calculăm componentele ^0X, J№t și sa verificăm dacă punctul de coordonate a!î, a^e situat pe dreapta (1} sau nu — pentru a ști dacă încovoierea se produce fără, sau cu torsiune Pentru centru) dc încovoiere se poate da șl o definiție bftzatft pc considerente varia ț lo~ naîr, de aceiași tip cu definiția centrului de torsiune (J 13, p^g-ЙЗІ), Se obține atunci o poziție independenta dc v Pentțu detalii* vezi E Tretftz ț4ț* A Weinstein Atît t cît și depind în ultimă instanță de funcția de torsiune фщ a secțiunii* în ce privește poziția centrului de încovoiere, un rezultat ■de acest tip aparține lui M Berman ^ El a fost reluat de V, Novojdov , și simplificat de E Dentarii Formula (10) este datorată în esență lui R, CapHdeo , Sini de indicai nnc?k soluții exacte ale problemei torsiunii cu determinare idicifoară a centrului dc Încovoiere* Multe din rezuHațele menționate in § 18, pag 301 (ți In special cele date sau vitale de N Aruiiimian și B*Abramian [i ]) pot И folosii? pentru нееіарі scop Indicăm și reznllatelr Iui L Payne |2] Introducînd valoarea те din (18) în (10) sau (17), și făcîud uz de (20), se pot obține formule generale pentru în practică, calcularea lui t fiind întotdeauna necesară, e mai ușor de obținut jt din (18) și (20-)7 după ce t a fost determinat în funcție de R și R, Faptul că t și depind de ф{|) numai sub formă integrală, face ca ele să poată fi găsite eu precizie satisfăcătoare chiar dacă această ultimă funcție este cunoscută numai aproximativ, sau eventual experimental (vezi § 20, exemplul g, pag 328 -329) Овйевѵатіе Dacă & аге r> axă de Simetrie, a urnei $ este situat pe această axa înlr-adfvuj'» ale gin d-o drept flțxi t+ sțs ’—fcS- 4- + const , t” “ 0, Fig 5 І9 1 2 І20 IMCOVO£Eft£A IN CONSOLA întrucit aceste tunet ii sîiit armoiiicf» de act ііглюецті r+ -= = 0 in & Funcția da torsiune a hii SainbVcnant rezultă deci a fi impară, iar funcția dc torsiune conjugată/ și deci și funcția lui PratultL rezulta pare in ®-, Din (12) urinează âcum H = Лсф 0, Hj = 0, H, = i jj g = M S* C 4- (țr !TadP - —— ff î*td&| Im л (25) 2(1 4- 7) și (11 9), funcția- lui Oapildeoiși Mii ne-Thomson este în acest caz uniformă Este firesc deci să o căutăm sub forma Ca 4>(i) = S й^”» s = ъ‘exP (’X)- fi ■= — 'Ij (5) Coeficienții aR urinează a fi determinați din condiția (11 1), care devine Im [?'(*) t W - 1 W -h”v) xî t t'('S) i 2г2( Im (9 Pe orice cerc dc rază Jt* avem desigur s = g'{«) = i exp(ix) — Introducînd aețim (3) în (4), obținem pentru Ji — j = 0, 1 : Aceste formule se simplifică dacă axele sînt centrale (е=Ок șî se simplifică încă mai mult în axe centrale principale, cinci din (9 6) avem = unde putem dispune în diferite moduri de funcțiile F^), Fa(a?x) c ) Analogia membranei elastice Funcția F0(x\, a?a) poate fi privită ca soluție a problemei membranei flexibile (vezi §16, pag 262— 263), avi nd ini tini forma secțiunii 3>y solicitata de o sarcină ядот/онпЛ, definită de primii doi termeni din membrul al doilea din (16) si avind pe contur cote de asemenea neunifornie, definite de primii doi termeni din al doilea membru al condiției la limită (17) Acest punct de vedere nn îngăduie insă o realizare simpla din punct de vedere experimental a analogici, F Vening Meineez (vezi 8 Timoshenko și J Goodier , § 113) a reușit să formuleze analogia sub o formă aproape tot atît de simplă ca în cazul torsiunii» Anume, pentru & simplu conex, să căutăm soluția sub forma (vești (19,3)) ; F^ț, fcj) = ®й) + aa)r unde f(arr este funcția lui Primdtl, soluție a problemei (14 21): Af = ~ 2, ffa, = 0 Introducind (18} în (16) și (17), obținem (L8) (19) (20) [(®i + *1) (etjd^ “ a,d^) 4- e(aadtfi — a\d Integrala din condiția la limită евѣе o funcție uniformă pe 2? j într-adevăr, formula lui Kiemann (Л 3 1У) ne dă [(aL#î — SettJ d&a — (a2^- 2 copJ d#L] — 2(iz1«f -ț- агй£ — 2 c) D = 0T în virtutea relației de definiție (4 8) a constantei e Prin urmare, valorile la limită ale lui F sînt univoc determinate și problema se reduce la problema lui Dinchlet pentru ecuația lui Laplace Pentru a o rezolva pe cale experimentală, t rebuie să construim curba JZT și în fiecare punct să ridicăm a cotă proporțională cu valoarea (22), Membrana fixată pe această curbă în spațiu (materializată de exemplu priiitr un cadra de sîrmă) și nesolicitată de nici o sarcină normală — întrucit ecuația din (22) este omogenă — reprezintă analogul căutat al problemei, Menționăm încă posibilitatea utilizării de analogii electrice (vezi bibliografia în Th, Higgins ) ti) Domenii simetrice Uneori este convenabil să utilizăm funcțiile F, , Fa pentru a simplifica nu ecuația, oi condiția la limită Astfel, fie că sarcina c aplicată in centrul de greutate al lui în lungul uneia din axele centrale principale de inerție, pe care o alegem drept axă întrucit în acest caz avem = 0t ~ 0, din (16) și (17) urmează Д Fo = - 2 |XT 4- \-+-2- («i /•» - F' > 1 4" V (23) unde am alea Fj(a?J = 0, Dacă & are o axă de simetrie, fie ea 0ra, și dacă R acționează central în lungul unei perpendiculare pe axa de simetrie, așadar ca mai sue după axa 0^, atunci, punind ecuația frontierei sub forma = (Й4) este firesc să alegem In (23): Fi (^i) — “/ У 4 9(^i) *^'s -j — / Ja) | (25) 2 6 0 ceea ее conduce la condiția la limită ~ ’ (26) § 20 ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLA EXEMPLE 315 Această metodă (propusă de S Timoshenko) permite să rezolvăm orice problemă de încovoiere pentru secțiuni cu două aze de simetrie perpendiculare e) Elipsă (S Timoshenko și J GootUer ft}r § XQ8) Si considerăm сипчоіз de secțiune ££ mărginită dc elipsa xf/ a1 4- xțib* •* I înlrucit In acest caz - G, punlnd (27} sub forma Jj = £i® (i Л® / b1} , tie situăm In cazul general de nud sus Fie ci sarcina acționează central In lungul axei Ox1 Din (25) obținem Din (23) deducem deci ecuțj^ia ДЗД xj - - 2fAT -i- ₽&/,*) la*/** 4- W(1 + rt (T7> (2S) (M) (30) cere trebuie rezolvați ținind seama de condiția la limită (26) în virtutea celor spuse la linele 5 1 9» avem 0 ; sarcina Fiind aplicată central, rcZulLA T = 0 , (11) asUc) că KttfiUfl (3<>) devine AF0 - / lt> l^l b* + v/ (1 4* vj] r, (M> Pentru ft satisface condiția (ЭС), vom căuta soluția sub Forma unui produs de Funcții C&re conține In Factor ecuația Implicită a frontierei (27) Intruclt membrul al doilea din (32) este liniar In r*, vom lua Fo (*!, J,) = K>2 (35) 2 unde, evident, pc talurile L fr avem 0, Akgind funcția în ața fel Incit paranteza dreaptă din (35) si se anuleze pe laturile tj — ± Д» căpătăm ■ a Fj (i,) = LIЦ (o * «% 2 OBtibfivATiA 1 Teoria clement atu a încovoierii barelor de secțiune dreptunghiular# presupune c4r pentru o sarcină aplicat# centră) In lungul uneia din axele dc simetrie - fie ea OX] — tensiunea tangențială Se reduce la component n НТГЛ'я У Фт cos sin £ » -r — 4b3 ) 2a 2b -1 + v fa Pentru funcția jts obținem ușor dezvoltarea In scrie Fouricr 2b ” (-1)" «™й ,t, -£ -5 и —- R b (41) (42> b >> i'j b Ținînd scama și de dezvoltarea în serie (15 63), de unde 4 ’ /я»ь) Аг — -V -—cos | -— Tir, | sin | - ] , (44) л* «,ТІо (2m + l)n \ 2я f \ b J fistici СЙ din (41) urmează prin identificare Sb v Sg, ■^ЙВ» 4 3'2 fi ’-' ’ “ -—“— л1 1 4- v Ia (2fli + 1)n|(2M-|-l)l/4tfs+ n’^I și deci soluția este Prin urmare, din (35) deducem Я ar 1 (2m f 1)л |(2m Ț l)1 (b’/4a4) 4- n&) 1 8 0, așadar pentru и consolă de secțiune foarte Îngustă (o placă dreptunghiulară, acționată fn lungul secțiunii sale transversale : fig 5,20 2), sumele din (46) tind evident spre zero, și soluția elementară (39) rezultă justificată Analogia membranei permite studierea stării de tensiune în cazul 2« | №1/У («} xî în comparație cu (39)h constat Am o micșorare a tensiunilor cr^ (paralele cu sarcina^ și apariția unor tensiuni - (49) 6 dc unde Dupw cum era de aștept al, corecția față de soluția elementară este In acest саг foarte mica Pentru detalii, vezi Шей S Timoshcnko și J, Qpodier [I], § 109 Dimpotrivă, în celălalt caz-iimită, fie el со (placă dreptunghiulară infinită acționată ■după todtfiznetF secțiunii sale transversale : figura 5,20,3), formulele (-15) își pierd sensul Ele mi pot fi restabilite nici cu ajutorul Leoriei integralei Fourien întrncît funcția i2 nu este complet ăntcgrabilă pe dreapta nemărginita 5 20 încovoierea in consola, exemple; 319 De alt tel, tu problem» ипіірізпй însllțl presupunerea fr > / nu poale li acceptata : problema unei astfel tic ,,рІ;’и‘і țn ctHisnl i ' Ircbnic abordată j>r :ill iă cale (vezi mal departe £ ЙД pag, 375), Hg 3 20 3 g) Seniicoroană circulară, Concentrarea tensiunilor Problema torsiunii pentru iiare de secțiune in Hemjcoroauă a fost studiată în g 15, exemplul / Aci vom examina problema încovoierii în consolă a unei astfel de bare, sub acțiunea unei sarcini tangențiale, dirijate perpendicular pe axa de simetrie Охд a secțiunii (vezi fig 5 15 1) Pâstruid notațiile din § 15, /, avem evident о = З к(Л*-«;) = ’ * «iU (51 > = de unde exp (i z) dx l R2 dfi = — i exp (i x) —л/a -л яД 1 я, J23 -ИЛ 3 Л, „ 1^-Kî 4 1-A-3 Jo = = —————= Зк(Л£- ед Зк 1 —6« (52 > Pentru momentele (ne-centiule) de inerție avem, ea ți in (A 7 25), J 0 = (( j l fis d li = 0 320 PROBLEMA AJÎTIPLANÂ Cap, 5 чіе nude deducem л1 = лг = ѵ«(^- ед =—*л;а -**ь â = o- (54) чЙ de nude ^a(^i) “ — ^o^i' (5D) Pe semicercul interior rămme astfel Fo -U«,= “ («s/M ~ Ж>*И4- (6o> Tntegrînd aceste relații în raport cu arcul s, obținem Fok^o “ 0 > F« «=« = 0 ’ F« k-« = у ceea ce înlocuiește condiția la limită (26), $20 ÎNCOVOIEREA IN CONSOLA EXEMPLE 32Î Totodată, ținînd seama de (59) în (23) (undo intetvertim de ase* menea semnele : vezi (16) )T deducem âF0 = [(i +2v)/a + *щадо%- (G2> Soluția generală a ecuației (62) poate fi căutată ca sumă a soluției generale a ecuației 4R = -2|rr, (63) cu o soluție particulară a ecuației AFț=^[(l +2v)/(l + ^)](/й2//1)гг (64) Pentru cea dinții, este firesc să alegem FJ, = р,тГ, unde f este funcția deja determinată în § 15, pag 256 întrucit avem f = 0 pe cămine să căutăm acea soluție a ecuaț iei (64), care satisface ți condiția la limită (61)^ Pentru început, vom considera funcția nulă pe componentele rectilinii ale lui ți pentru care avem Aț^f?2#,) — Verificarea ecuației (64) ți a primei condiții (61) este deci asigurată, dacă alegem Л 1 + 2v „ X-+2* - (65) 1 8 1 + v Jx K(1 + t) Pentru a satisface și celelalte două condiții (61), trebuie să adăugăm funcției o funcție astfel aleasă, Incit ecuația (64) și prima condiție (61) să rămhiă verificate așadar o funcție armonică, și nulă pentru — 0 Luînd F= = (A Я* + XJ + Л3 ЯП) , (66) căpătăm din (61) relațiile a: + Л,Л0-« = - Al 2?*, 4,: -r A3 /?,* = -AlRl+\ {^f\) (BJ - , de unde -Ufî + £î)A-^-(68 //,)JFÎ, A,= b’î Вт, (67) ceea ce, ținînd seama de valorile lui Лд și /L, dă In expresia finală a funcției F mai intervine insă și funcția Fl(âPl) din (59)* Notînd cu Ла coeficientul termenului in căpătăm deci A,^ AL- = - -4/ (69) 332 PKOBLEMA AN ȚIPLA NA Gap 5 Amintind acum expresia (15 102) a funcției lui Franci tl, putem serie funcția ini 'Tiiuoslienko slib forma finală F(^, Й» ( 1 + 008 2Z) + 5 Вй,, Л = - ■ tt 7^-bi eos ț2/? -H I) z + (Лй2 + AWH a, unde expresiile (15 117) (Зад (70) Pentru coeficienții Літ Д2ѵЛа dispunem de expresiile (65), (69) și (68), Bau încă, folosind și aci notația к = Ha mine acuxn de determinat numai t în acest, scop vom face uz de formula (19 17), așadar vom avea de calculat integralele (19 12) Pentru С — 2H dispunem de formula (15,127) Funcția lui Prandtl va fi folosita aci sub forma ce rezultă din (15 94) și (15,120), iar funcția de torsiune a lui Saint-Venant, sub forma ce rezultă- din (15 94) și (15 126) în felul acesta, din a doua formulă (19 12) obținem mai întîi HA = 0 , (73) dat fiind că funcțiile sin (Sfc 4- 1)/ ce арат în г*(ІГ,х) sînt impare în intervalul [—-/2, к/2] Mai departe, avem pe rînd w rl J-X/й H2 - - 22* £ i 4+1 (2Г) B** dJK» sin (2fc + 1) / exp (iz) dZ , JVwQ —ттуй 0 sîitt nule, în t imp ce pentru A O căpătăm Cu aceasta, relațiile (74), (75) se reduc la сой x exp (ix) dx (70) H = - -J i я RJr; (Я*) Rf« (17i*, H3 = 1 nRȘ C f* (n-} R '2 dR* (79) 2 J* ii Jk Utilizând aci (15 120), (15 120) sji (15 112) pentru h = 0, găsim r; (R*) R*sdR* = (2/5к) (1 4- SJb» - 5t’ - i»), 1 Jt f*(R*) R*sdR* = (2/15тг) (1 - 5£3 + Bft» - A5), (80) ți deci in definitiv H = - ' ІЛЙ (1 + 5Л* - Бі» - Îs»), 5 h3 = V- ^(1 - 6l’ h - fcs) (Si) 15 Ținînd seama de valorile Hlf Haî H:[î relația (19,17) devine acum Ж = 4- Z?j 3(1 + Sit1 - 5fc* — + (L SJP + 3 - ft6) 1 |- Im a (82) (relație valabilă pentru otice sarcină tangențială), unde C este dat de formula (15 127), în cazul de față, din (fî l) —(5d) avem Inia = = 8^Jtt^(1 (S3) unde tef este abscisa piinctuhii în care Іфа intersectează 0^ (vezi (2,3))^ Odată cu determinarea lui т din (82), funcția (70) este efectiv cunoscută, iar formulele (l 1) ne dau componentele tensiunii «Тді = Fi ™ “ R* — (®i 4" ®j) • (04} 324 problema antitlana Cap 5 Este adesea convenabilă transcrierea funcției (70) sub forma complexă ă) = (â> â) "b Mi ЗЛ + ^2 + / ă ă) (â + S) ? unde f(g, j) este dat în (15 119) Formula (12,6) se scrie acum unde primul termen din membrul al doilea este dat de (15 121) Din (14 7) avem și După cum se vede din (85) termenii ce deosebesc funcția de înco' voiere dc funcția de torsiune au (în exemplul dc față) caracter elementar Scriind F din (85) sub forma (19 27), putem separa aci un termen corespunzător încovoierii fără torsiune, și un termen torsionai, al cărui coeficient se determină din (19 28) Pentru a găsi tc și gc, vom face uz de (19 18) și (19 20) Avem U TC = [v/(l + ѵ)]іж" (a — a) , 4 și deci din (82) urmează (88) Ro 1 -kS- C ~ Д° - Зтс (1 + v) 1 - k'2 30 (1 + v) [(3 + 4v) (1 - J:») + 4- 5 (3 + 2 v) № (1 - fc)] И (a - â) (80) întrucit din (54)—(56) avem a(a - a)/3R = (2/8) (l„ + I) =l//x = (1 - , (90) deducem în definitiv До 1 - Ă4 (3 4- 4ч) (1 - fcs) + 4- 5(3 4- 2v) fc2(l — k) 10ч 1 — V C тс 1 - fca B* (91) Observația 2 în exemplul da față avem R =■■ — R; coeficientul a este însă funcție de cele două variabile R, R, și derivarea trebuie efectuată in consecința; dacă am înlocui R cu — R și am deriva apoi în raport cu R, rezultatul ar fi evident eronat Observația 3 Condiția ca sarcina nă realizeze încovoierea fără torsiune, este ca axa centrală a sistemului (de ecuație 2 rj — 50! ij-4^3 = 0) să treacă prin centrul de Încovoiere §20 ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLA EXEMPLE 325 Intrucîl ad a veni = 0, rezulta = 62a rj Aceasta este o condiție (), și &-> 1 Primul este cazul semicercului cu o slăbire semicirculară în origine Soluția corespunzătoare se obține luînd &->O îu coeficienții calculați mai sus Se poate obține de aci și soluția problemei semicercului fără o astfel de slăbire în acest caz trebuie să considerăm în (70) numai indici Л >> 0, și să luăm fc = 0 și h g> 0 în (71), (72) Pentru a ne convinge de aceasta, este suficient să reluăm raționamentul care a condus de la (62) la (70), să considerăm funcția lui Prandtl pentru яетіеете, și să luăm în (66) A3 — 0; din (61), ecuația pentru Ii = Tg dispare, iar cea care corespunde valorii /? = /4 dă pentru A 2 aceeași valoare cu cea care rezultă din (68) pentru ->(h Tensiunea tangențială se scrie deci tot sub forma (86), unde însă primul termen din membrul al doilea este dat de (15 121) fără termenii corespunzători puterilor negative ; termenul în A3 nu există, iar cei ramași se calculează ținînd seama că = Ă: 0 (vezi (54), (56), (72) și (83))/ Gradul de torsiune la încovoiere pentru semicerc este dat de (82), (83) : Ж = jrrC + (8/15ТГ) [(3 + 4v)/(l + ',)] Я0^г, (92) unde amintim că din (15 129) urmează С = (8/tt) 0,1168 14 (93) Aceste relații sînt valabile atît în cazul к — 0, cît și pentru &->0 Utilizînd (93) în (91), obținem ușor pentru semicerc = (8/5jr)74 , (94) de unde, întrucît avem 0 0 în soluția pentru seniicoroană Dar, ca și în cazul torsiunii, apare și aci fenomenul de concentrare locală a tensiunilor, care deosebește cazurile к — o și 0 326 PROBLEMA AN7IPLANA Cip 5 Pentru a pune acest fapt în evidență, vom face ня dc expresiile (85) și (86) Considerînd un punct j = Jî^ezp (i/J șifScînd Д ->0, vom obține pentru, primul termen din (86) valoarea (15Л31) Din (83) și (72) urinează că oca, și Л2 rămîn mărginiți pentru 7?a -> 0, în timp ce Л3 tinde spre zero De aci conchidem lini (A j2 + 2 At si + Aâ — Asj a) l, Дмм (ix) 7Г, ~T %& + H W' (9') (1 + v) Introducînd acum (15 13 1) și (97) în (86), obținem în ca-zul-l imită al semieoroanei pentru 0 (vezi și § 15, pag- 259): 7 (0,0 ; x) = ± (л T So + — Ș I i t 7Г (1 H- v) (98) Introduc inel aci pe din (92), (93), deducem T(0, 0; X)= —2,85 M i (99) Dacă repetăm acum, același raționament pentru semicerc, ținîh^ seama că formulele (92), (93) rămîn valabile, că ( 15,131) se înlocuiește cu (1 5 132), iar termenul în Ай dispare, obținem în loc de (99) ; Cele spu se în § 15, pag 359 pentru torsiune, rămîn deci valabile atît pentini componentul torsionată, cît și pentru cea de încovoiere (independentă de t) a tensiunii tangențiale complexe ОВЗЯЕТАТЕЛ 4 Aptu-jlia рсг чічЬси L A a termenul ut esp GH/) csl y Segula rlct гол figurat In гол '■•"ci: în țoale cazurile examinate pîtia aci, punctele irngliiuli^e atc lui S/’rint intersecții nlc uji t arce aJwiillcc ev formează im unghi egal cu л '2, Trccînd fiicuni la celalalt caz Jimită (e -= I — к > 0 : secțiune în seini coroană cu, pereți snbț îri), și reținînd termeni pîuă la- puterea a doua a grosimii reduse e, obținem mai întîi din (83) : ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLA EXEMPLE 327 Ahii departe, din (15 135), (73) și (81) avem (102) (103) iar din (88) deducem ■?, pentru încovoierea fără torsiune : (iot) Formula (91)da afmil centrului de încovoiere sub forma (105) Plin urmare, pentru c suficient de mie, avem > Яо, așadar centrul de încovoiere este situat chiar i?/ afara secțiunii, ți anume, contrar centrului de greutate, spre exteriorul cercului exterior Ținînd scama de (103), formula (82) devine acum de unde, ținînd sea-ma de (lOJ) ți (104): (106) Ж = (-1 /«) 7?q (1 - ■ - г - — P1 + [ v/3 it (1 + ¥)] Кл s» (1 + -L ,k \ 2 4 J ^31 X, (110) t J—■ ff/5 j r1 r* Hj - — J?i! i (1 - Kei) /î+î dR* 1 exp (iz) Лх * Й Jfc tt/S j 1 ^/îJy) Л* 3 ІП /?* ci/M езсрОхИх-Л J - i№ Or, avem evident ț eXp0x)dxwS, t exp (iz) x = 2i * (Ul> - — ir/2 J— rt/> și încă, utniztnd (16,-18) șl notațiile (15,93): 1 f 1 J 1 1 H* In fi* dfi’ [1 + 1)1 E- 1 - — E , Д- ■*! / (И2) ■ 0) torsiune în sensul opus Pentru o anumifâ valoare a?“, torsiunea totală dispare : aceasta este desigur tocmai valoarea $î — a?V 330 PROBLEMA ANTIPLANA Cfip 5 Flg, 5 20 5 fiițut imllmiH ttrfttlAre LiHUd к - О la ((I), abținem pentru a țai'dntf i enlrală ~ P țfl + 3 *> Я® - (1 + 2 v)i* “ 2jS* (114) muie inii nntut tn trudi petklru cerc аѵсш г( тг xs) = o ți Inlrudt c =s 0, în cazul surcinij aplicata excentric avem dc adilutfat I» actasld гхргеме mimai tarmeiuil Ір-Tj (ѵс*йі (к IO)) Din 8> deducem Ci - Ct = = O,iar din (Ю) n rin га кА și Ct — 0 Prin urmare, tormufa (10 10}«t reduce la — р тС dc muie jit = -а SA determictâm punctul la саге mmliilnl [ Tfl] (saa pătratul său țț To Гй) iți alfage maximul Pentru aceasta, din (114) a*em tuni tatii 9 {} j> = f! K: Prin derivare !n raport cu g (vezi (ЛЛЛ7)), nbțineni dt aci ecuația 2(1 + 2v) {3 +2v) Я=і + 4(3 + 2v)llsî — 6(1 + 2v) j — 2(t4-2Hj’ - - 2(5 I 'іѵ'Ш* = 0, (119) J 20 INCOVQt F n l; Л IN CJ ОМ SOLA T XEMPLE 3 3 cart posedă soluția evidentă g = 0 Pentru a găsi eventuale alte soluții, vom lua, aci д — Л exp (г/j, vom împărți la Zî- și vom нерагіі рлііЬ- reală șl imaginara După calcule i b -nit-ntarc, obținem sistemul: {{3 + 2v)’ ЯЙ - Я= }mx ’ T ceea ce 1Л Ore sens* RAmln așadar de considerat valorile r( 0, £ — Ko Făcînd uz de formulele (A 4 lti), (Л -I W) și (USX conchidem câ punctul Д l> este un extrem- Din a doua formulă (АЛ 20) re-lulL i i- i аіч-Чі* este un maxiniuui Din (115) și (11®) obținem valoarea sa : 3 -b Та ш« - T (0 0) - —- 2(1 + v) Pe de nltij parte; din (111) «c v ufo direct t;i în (£Яр» ± fld) - 0> astfel ей д ₽= ± Яо sftlt puncte dfminItiiuLnpcii1 ru ] Гп b îti cc privește valorile pu ІГОШІсгй» din (114) avuni i 1 +2v ^Sf = - -7 P - f*J> (2І X)1 2n (1 + v) «5 dr unde r u (1 + 2vp ^7 f a ;T0„;= — 4^Jdl’x 13)țl (10,14))t care nu depinde Insn de punctul de aplicare >d sarcinii A Cazul миіііщіі In formă de setulеогоапД O Dacă momentul sarcinii față de ori fii ne «k jf[t (ațadar, dacă axa centrală livre prin ge și deci t - тД ut unei din (1 t>, astfel că пииші tensiunile de încovoiere prepriu-zisc tind la infinit eu e“L Pe dc alții parte, din 008) rezultă că, dură nvem Мг for torni [Цт tJ crește ca e' * pentru в -► 0, astfel că termenul datorat torsiunii crește în acest caz ca t prin urmare $ 20 ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLA, EXEMPLE 333 cu mult mai repede decli termenii cu caracter elementar din {86), ți de asemenea cu mult mai repede d«lt In exemplul mai sus examinat al secțiunii circulare Din (IU8) obținem acum 4 62j 1t (130 Priit ru evidcni dc aci т ■= tc ținto vedere țâra torsiune), Să consideram drept exemplu cazul iț = 0 (sarcina aplicată lu origine) Din (104) și (131) avem acum (132) SA m- mărginim Іи a calcula T (j j) in punrlul ,, — Grupul termenilor independenți de t din (128) arc In acest punct suma (133) Mul departe, din (128) Obținem pentru irj ?/î0£ (I - e/ft), astfel ca din (132) urmează termenul ce are pe r In factor, valoarea (1 \ 2ч 60, / 5 5 \ t — - £І=І - I t + - Ei i Ѳ ) хЩ-МО A$ \ e 12 J Pjril ru v — 0,3 și 6 — 0,1, cele trei expresii din (133) și (134) au respectiv valurile 6 4 I 0,05 I - 113 1 (135) l)upD cum sc vede tensiunea tangențială dc încovoiere eorexpunziilnare coeficientului Te este neglijabila; în schimb, cea cnrrspiinzâtoare coeficientului r — este considerabilă Cele două cazuri Examinate arată limpede rolul tensiunilor de torsiune care apar dacă sarcina este aplicată în afara centrului de încovoiere; aceste tensiuni sînt considerabil mai importante dacă avem de-a face cu secțiuni deschise cu pereți subțiri, care rezistă în condiții rele la torsiune 334 PROBLEMA ANTIPEANA Сур, 5 §21 PROBLEMA ÎNCOVOIERII ÎN CONSOLĂ A BARELOR DE SECȚIUNE SIMPLU CONEXĂ METODA REPREZENTĂRII CONFORME Vom studia problema încovoierii în același cadin în care am studiat în § 17 problema torsiunii Întrucît, pentru simplu conex, funcția (S) = %>(a) = d T = І Isr — w( 2І INCOVOLERE METODA REPREZENTĂRII COtfFORJVE 335 Este vizibil că în cazul particular al torsiunii (cînd avem ос ™ c = 0t și ф(і) = тф($)), atunci (7) și (8) conduc la ф'( a) -!■ а аф'( П — - » tar hmel ta іПіі{Л) va П mc di fi cal fi prin trecereи valorii provenite din termenul logaritmi?, în membrul ДІ tbollon ai condiției ta Urnita (kiU^nleiL*- necesare pentru a determina coeficienții ля slut în principiu neu tcușl, ilar apar |n piiu livâ mult mai laborioase dectt Iu cazul torsiunii* Notăm ей acum coeficienții depind și dc constantele etaslice ale materialului, și de sarcinii Metoda seriilor conduce aci la expresii de asprei greci Aceasta a fost metoda foluxILA dc K Capildeo [î | Ea a fost reluata dr căite li LX uixrh [}[, [tij pornind de In rezultatele (ulterioare) ale lui L* Milne-Thomscm Ц ], încercări te de a folosi aparatul reprezentării conforme In problema încovoierii sînt mai vechi AxlfvL nit-nțiimăin lucrările tai P Kufarcv ți D Ava zaț vi Li [t], Legate ins:l dc rr-prczviii ireti soluției prin funcțiile de încovoiere ale lui Saini-Vcnaut — extrem de Incomode — acesta încercări nu au dus prea departe* în cele ce urmează, vom prezenta soluția dată uceetei probleme de L Sl iliie-Tliomson , § 5 Î L tu comparație cu cea n lui Capildeo, ea e8te mult mai condensată — înlrncît face uz de integralele de tip 1 J 3' fj C, (Am ținut Seama eă din (A 11,3-1) urmează 9' (со) = 0 ) Integrala din membrul al doilea depinde numai de ărțile principale din vecinătatea tuturor polilor săi conținuți în Д* Rezultatul este oarecum similar cehii din (17 15) pentru cazul torsiunii fc în particular, dacă avem ЯШ = J МЙ«Л atunci obținem (t= Х Ж (J6> И «0 In general, dacă H(u) este dfesfășurabilă în seric Fourier, soluția sc obține inti'oducîjid această, serie în (15) și integrînd termen cu termen — ceea ce conduce la o formulă de același tip cu (!(?)? dar cu limita superioară de sumare к — со Toți coeficienții ce intervin în H (a) (ca și constantele C* din (19 10)) și care depind numai de configurația domeniului SF, pot fi explicități prin intermediul coeficienților p ri и -zis de teoria elasticității in aceste chestiuni în practică, rezolvarea acestor probleme devine dificilă pentru domeniile dublu conexe (tocmai datorită dificultății de a se construi efectiv funcțiile de reprezentai e), și mai ales pentru domeniile de un ordin de conexiune superior (unde nici metoda seriilor, nici metoda integralelor de tip f auchy nu mai pot fi direct utilizate) Din punct de vedere matematic, aceste chestiuni se subsu’ mează chestiunilor similare privind pjoblexna plană a teoriei elasticității (Vezi ți linele § 18 ) § 22 PROBLEMA ÎNCOVOIERII ÎN CONSOLA PENTRU BARE DE SECȚIUNE SIMPLU CONEXA EXEMPLE Vom da aci cîteva exemple de studiu a problemei Încovoierii în consolă cu ajutorul metodei re prezentării conforme, rehilnd unele din secțiunile pentru care în §18 am studiat problema torsiunii a) Discul circular Să considerăm funcția І = w(Q == ВД, (1} care reprezintă conform domeniul /Țh, pe discul cu centrul în origine ți de rază fifl întțucft avem = 0, expresia (21 8) devine J7(a) [(3 + 2v)/8(l + v)] {>-* + *]; (2> ținînd seama de (21*16), obținem uțjȚQ = [(3 + 2v)/8(l + ѵ)]Я? â dc undeT utilizind (31 3) și (1), deducem ♦Mi) = £(3 + 2ѵ)/4Е1й^ (3) Întrucît avem evident (vezi (20J)): /* = !, = — i = o, 3 = ■'- ks (4) 4 4 338 PROBLEMA ANT1 PLANA Cap 5 deducem din (4 12) a - 4Я/-ЯІ, astfel că pentru componentele tensiunii urmează din (8 3), (8 10): Pentru determinarea lui * vom face uz de (19 10) întrucît r(tft, a?2) = 0, din (19 8) urmează C1=C3 = CS —O, iar din (19 9) — unde t = Boexp(ix) — deducem și C4 = 0 Dat fiind că din (15 4) avem C = /0 — — kBJ, deducem in definitiv УЛІ* = 4- ceea ce dă valoarea lui v Întrucît avem t, == 0, urmează evident « = o- (8) О унгсіпй excentrică R =Ь O produce in generai încovoiere cu torsiune Culnd In (2 3) = obținem = fâ,, - 2 iar din (£)) urmează &(*} = 2a (1 -b Amintind că pe r avem â “ flț 1s deducem Ct (j (а4 4 4aa — 4 cr — 1} (1 -r ti)3 a * dn, У 3-10 PROBLEMA ANTIPLANÂ Cap 5 de unde, întrucît Inttgrandnl ait un singur pol de ordin 4 In frigîne deducem {vezi (АД28)-(A &30)) Cx~ іа (o4 4* 4a5 - lo — l)(l + a/ n • da - in* 2rci (2 8ЯО/51) 48 (17) C3 — la* o (a* 1 (Тл — da “ 1) (1 4- ținînd дота ей avem Im Ct 0, ți introducând aci pe д din (11}T nbținrni din (l□, 10): Ж - 17 л — ((37 + 66 v}/42([ 4- v>| i tf (R - fî) (20) Pentru a determina centrul de Ьіздѵоіеге* avem din (19 18) p Tf = - [S*/6 (І f- v)J 3 Im a - {5v/|6 21(1 + *)!»*]} 1 (R - R), (21) ți deci din (20) deduicni “ £(Ш + И3ч)/6*Й((1 + (Л - R), (22) aMfel câ formula (10 20) di In definitiv le - xf =[(1114- H3v)/63 (1 + v)J rt+ (23) CentruJ de încovoiere cate вііилі pe a*a de simetrie El пн coincide cu centrul de greutater ți poziția sa depinde foirii* puțin de proprietățile mecanice ale materialului : = M67 (L 1,762« /(A)i^(S + £), (25) de undeT întrucît pentru torsiune am notat “ЧЙ =■ W«)a - 1 (28) Cantitățile D, £0, f, f0 eînt determinate în (A 8 51), (A 8 54), (A 8 58) Introducînd aceste valori în (4 12) ți (4-8), obținem (29) c-omponenta eta raționamentele din (18 21) — (18 25) Anume, intrucît funcția /l^+Z — 0 1 are în Д+ polul simplu Z — ț 0 și punctul critic Z = 0, putem aplica F22 ÎNCOVOIEREA IN CONSOLA EXEMPLE 343 teorema reziduurilor la domeniul Дt eu o tăietură în lungul semi-axei negative Notînd pe tăietura Z — — T șl ținînd seama că I/ Z ia valorile ± 1 У"Г pe cele două borduri, în timp ce |'l -p Z ia valoarea /1 — f pe ambele borduri ale tăieturii* obținem pentru valoarea reziduului în £ expresia Жёо 4 - т рСГ ат + 7- С - ^LzJJlT ат, 2 7г 1 Ji Т -]- С 2 ir і Т ч de unde АЙ = У t(1 ’ 4 О 4 4 С (іт- {37 ’ Făeînd substituția evidentă г — n — , 1>L I [П - ȚS = UT, 7 = l/(u« 4 l), dT =—2u du/(u2 4 1)% (38) obținem pe rînd asifel eă din (37) căpătăm /3(C)=î+~, W0) = ^f Л(0) = 1- (39) Pentru funcțiile definite hi (33) obținem acum 16), fătdnd uz de (34), expresiile : ,e) InEflgtalde ^A H 5,rî) și (A,fi 57) care intervin în studiul acestei probleme pot fi calculate ținînd câ da = 2 тс! — 2 ir i 344 PROBLEMA ANTIPLANA Cap 5 Toate aceste funcții sînt olomorfe în Д'' (inclusiv în origine); funcția j\ = 0, T (ț3> Sa introducem acum (21), (A 8 50) și (18,32) în expresiile (19 8), (19,9) Prima din ele 3j fțfct deja cakitlnță iu (18-40): (44> C, - (2/K) a\ în expresia Iui Сз apar integralele Лгл definite mai sus, astfel că ti5 , - — i * 2лi [— д f3(0) - л ji(0) 4 4 G(0)]3 4 ti de unde S 22 ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLA EXEMPLE 345 Calculul integralei C3 prezintă dificultăți suplimentare, care pol ti insa oegLite crdcuKn-du-sc conjugata sa — In care intervin de asemenea termeni In Xs: (“HA „1 - - t7 2Л + 1 J (1 + о)У 1 + a dex dc nndf1 C4 = i — o* b (4&) de tinde (47) I TiHfrlnd \ii]iilij«'и lui C din (IN, 41)» și ținînd м«ійы că Im C] - 0, obținem acum cHn (19 10) șl (29) (4S) Ся și In cazul [-Lirdialdr! In membrul al doilea al acestei relații apare numai componenta — crea i-e se explica prin faptul câ avem lia — 0 Comptmenta intervine Insă in expresia momentului Pentru a detcfшіид calculăm din (19Л8), {29) fi (A 8 54) к v rj -]m at « S(i + V) (49) astfel i' j e!]u (1S) urmează R), (50) 346 PROBLEMA ANTIPLAKA Cap, 5 Si deci, din (19/20) : Centrul de încovoiere ₽$( е situat pe axa de simetrie ț ci nu coincide cu сепігйі de greutate, ți poziția sa depind? numai în mică măsură de proprie Laț ile mecanice a ic materialului : tJ = 0,785 U, 0,807 « Grioli ț G Savin , Vezi încă articolele de analiză ale Ini na гад, Л‘а) In particular, daca w0(i1T i-a) = 0, de aci urmează "i = Ы?(л'і* Ta)> u2 -■ ^)? ’*з = 0, (17) ceea ce echivalează cu (9), (13), întrucit avem гза 0, din (3) deducem ^зз — v(ati 4“ °2a)’ (^) Starea de tensiune nu variază cu a?3î dar ea nu c o stare plană : de unde urmează Ѳ = (] + v)SOî (21) obținem acum ecuațiile de echilibru sub forma ^11,1 4“ °J2,2 4" 1 = d? ^ІЙ, 1 4“ ^22,2 4“ ^2 “ (42) și ecuațiile de compatibilitate sub forma Atfii 4" S0 n — — [v/(l -p v)] div F — 2FbJJ + $0,22 = — b/(S 4- v)] div F — 2Kt2J (23) ^12 4“ $[J,12 “"^Ys — unde Д și div sînt operatori în două variabile Ecuațiile corespunzătoare indicilor (2,3) și (3,1) se reduc la identități, iar cea corespunzătoare indicilor (3,3) se obține prin adunarea primelor două ecuații (23) Ijegea lui Нооке (3) se scrie acum sub forma sn “ (^u — yo22 “ *2Sq)? Eaa — (tfaa — — '^su)î si2 = C(1 4- v)/b7] = 4" >)> «m = у («t » - ms i)- Condițiile la limită se ser iu (îutrncit- avem ns — 0); «i = - fc ț^j pe °ll^l 4” ^12^3 ^s)? “1“ °23fl,2 =Уй(Жи Pf' — Celelalte componente ale stării elast ice, în afara de crw, sînt nule Cele 9 ecuații în tensiuni pentru funcții de а\т #a ве reduc astfel Ia numai 5 ecuații, pentru funcții de Odată- determinate componentele ), Să presupunem acum că avem de-a face cu ші cilindru de lungime finită, cu bazele libere Bezolvînd problema ea mat sua, obținem o soluție valabilă pentru cilindrul dat, dar cu bazele solicitate de tensiunile 0 din (18) Aceasta conduce la a rezolva о problemă antiplană elementară (vezi S§ 5,5 -5 6) Sc&zînd soluția ei din soluția problemei pentru cilindrul infinit, obținem soluția problemei date Cu aceasta, putem studia pi na la capăt problema cilindrului lung solicitat de forțe oarecare pe baze, și acționat de forțe de volum și de forțe superficiale (sau cu deplasări la limită) pe suprafața laterală, independente de și fără componente după axa Ox3 l'fîjldriin cltFndrttlui когЛ c;i și cea а cilindndui acționat dc snrrliU оагесют, pc suprafața ли laUralA,nu vor fi abordate aci* Pentru aerele [irobknie dificile, vezi de exemplu Л Lurk [4L capitolul 7, ți I Sneddon [Ць capitolul 10 Mrui ionii ni totuși prot/rmd lui Midiei! чі inrudilu cu problema anii plană ji CU соя plană (vezi E, AlmansI [31), Kste vorbu dc eaxul cilindrului zvelt, supus pc suprafața § 3 STAREA PE TENSIUNE PlxA^A GENERALIZATA ȘI STAREA DE ÎNCOVOIERE 353 sa laterală la sarcini reprezentante prta ta xa O analiză detailată este datorată lui G Djaneiidzc (corpuri izotrope) și (corpuri anizotrope) Raționamentul se bazează pe un procedeu de recurență care permite să se reducă chestiunea la studiul unui de probleme similare celei plane, în număr egal cu gradul poltnomului, plus unu Observație, Toate aceste raționamente Ișî pierd valabilitatea în cazul corpurilor anlzo-trope sau neemogene, cu proprietăți mecanice care nu sfril independente de i3 § 3 STAREA DE TENSIUNE PLANĂ GENERALIZATĂ Șl STAREA DE ÎNCOVOIERE A PLĂCU SUBȚIRI (ECUAȚIILE LUI V NANEA) Să considerăm acum un cilindru elastic de înălțime foarte mied în raport cu d(&) Un astfel de cilindru se numește placă Planul situat la jumătatea distanței dintre baze se numește jpZcm median ț și este ales drept plan 6^^ Ținînd seama de rolul special al coordonatei d?3, vom scrie acum a?3 = #, w3 — w? și vom atribui indicilor literali numai valorile J, 2 Bazele 2 = ± h se numesc fețele plăcii, iar distanța 2Л între fețe — grosimea ei, (Se pot defini și plăci de grosime variabilă ) Chiar dacă JP3 = Д = 0, nu mai putem afirma acum că componentele stării elastice sînt independente de în schimb, faptul câ înălțimea 2A este mică a sugerat (lui Gauchy șî Poiason) ideea de a căuta soluția sub fornia unei dezvoltări tu serie după puterile lui i3 » ?+ = ~ (S* ± (6> Dupft cum am arătat mai sus, starea plană este caracterizată de prezența componentelor cs"(; prin urmare, trebuie să avem în acest caz § r = qî =0 (ceea ce corespunde cu al patrulea și primul caz din fig 6 3*2, și — pentru sarcina normală — eu primul caz din fig 6 3 3) Pentru starea de încovoiere, raționamentele sînt complementare celor de aci Separarea părții pare de cea impară se poate realiza cu ajutorul operatorului ce face să corespundă oricărei funcții — media ei pe grosimea plăcii (care se va nota, numai în acest paragraf, eu o bară așezată superior): Sh a(£t, «t, z)dz, (7) —* Inii adevăr, pentru orice funcție fl(xu r2T z) avem evident a+=ă> a’ = 0, a+£ = o, uz=ât (8) Se înțelege că cunoașterea celor două funcții de 2 variabile d și oi, UU echivalează eu cunoașterea funcției de 3 variabile a* Dar pentru funcții ce variază îânar pe grosimea plăcii : u {Tj, , *) = л° (, кГа) -[-za , ^2) f Flg K 3 3 1 = — si ffî =₽ ffj, sau încă 35G PROBLEMA PLANA Cap ti (W) (11) (12) avem imediat «? — gpz) = ă a' — я «a) — ЗЛ haz în cazul unor funcții cu variație parabolică ; « (%r #2Î z) = a° (^11 #2) 4- « «' (^1 , а?а) — а' (,т1т căpătăm a = o° + —— k2 atf: 3 astfel că (11) se mai poate scrie (a' păstrînd expresia din [10)) Bub forma a (x^ #a? 2) — a + я a' + țfca — — A3) a° ( 13) 3 ■ Integrarea în raport: cu # permută cu derivarea îu sau ^3, în schimb, avem rh ( , interesant prin фігрІіШеа prin posibilitatea utilizării aproape imediate a teoriei funcțiilor complexe (vezi §12), și ușot genera-lizabil Ja cazul plăcilor de grosime medie (V Manea )+ Vom începe prin a căuta componentele deplasării ca expresii liniare in a Diferite încercări au condus la a alege w- ? w = w (drl? г), i — 1, 2f (16) § 3 STAREA ГЕ TENSIUNE PLANA GENERALIZATĂ Șl STAREA UE ÎNCOVOIERE 357 unde Ц sînt patru funcții de variabilele #iT;r2* Ecuațiile (2 4) devin Ej, = + Să acceptam încă — eu titlu provizoriu legea lui Нооке, de unde «« A (6° + Z 0J 4- W,3) S„ + n [«* + A сгц di; f 1 CTgj d^T = i Ujțj d& j (23) —-h ^-—ti J — Sft (dc °tb сЪ>, -^зі = ч 0^ $ d^, -^33 — \ ^33 £ (2^) -Л J—ft Ținînd seama, de definiția (7) și de relațiile (8), avem de pildă S„ = 2*V„ = 2Й S’3;1 = 2h [X9° + (X +2u) W, 3] , și tot astfel: Лт3« = 2h sio и (29) Remarcăm aci prezența mărimilor medii w (care va fi păstrată, ca avînd o evidentă semnificație mecanică), și w,3 șizw>3, care trebuie eli 360 PROBLEMA PLANA Gap, 6 minate : vezi (14), (15), în acest scop, vom remarca mai întîi că forțele tăietoare jS31 pot fi calculate și cu ajutorul expresiilor (32) Utiîizhid și (27), obținem astfel: Ss, = 2» ț,’-f 1 Л ф,, (30) și deci, comparînd cu (28): Ф, = — [p (w ri + Г7зйтй + jFt3 == (к (44) Ținînd seama de definițiile eforturilor și momentelor (23), (24), scriind forțele de volum sub forma ce rezultă din (î), (8) și făcînd în fine uz de (14), (15), obținem prin integrarea ecuațiilor (44) în raport cu zx W -i- ^0, 2^ W -г2ХД = 0 (45) 3G2 PROBLEMA PLANA Cap 6 înmulțind în (44) cu șt și integrînd în raport eii г, deducem și + 2 h (h) ~ S* + Ș»FS = o (46) ЛѴл 4- ЗА (ft) — 3^ + - 0 Dar din condițiile la limită (5), (6) pe fețele plăcii urmează că ițat W — Ц1 7 J tfjjț (Л) ■— i (Л) — ■ (47) în definitiv, cele G ecuații (45)? (46) se fcepariț în două grupuri dc pite 3 ecuații, primele relative la starea plană, iar celelalte, la starea de încovoiere : + 2Л F( + — 0 , (48) + 2Ъ q~ -f 2h = 0, (49) -]- 2 P( z -h 2hq; — 0, (50} /&*,*& (51) Să: încercăm acum să realizăm o separare analogă în condițiile la limită pe suprafața laterală ; prin integrare pe grosime, din relațiile (2 8) — unde /f depind do data aceasta și de z — obținem din nou condiții relative la frontiera J? a domeniului Ж Ținînd seama de expresiile (16), de formula (10), și dc valorile din (27), căpătăm imediat pentru datele la limită în deplasări = = «; = ЗЛ-2 «î —Rh~- Хл=»1г, £3 яг=2Л/3 pe г" Aecasți'i separare totală a ecuațiilor țl datelor 1 1 limită reprezintă principala simplificnrr dr ‘iUjis, Dar J пггмілій această separare a celor două siătl ce apar tn placă rcpreflbtă marele dezavantaj al utilizării Ina — In comparație eu plăcile curbe subțiri (corpuri dc micii grosime, dar a căror suprafață mediană nu mal e un pian); in acestea din urmă, componentele stării 4ji1ihjc ' țîn aceM ciu : situate In pianul tangent la supral;d a mediană) ți cele ale Stării dc Іпсп-volrn slut inti uisrr legate, ți a&Ignnă o mult mai bună repartizare д tensiunilor in materJuL c) Starea de ienshme plană generalizată Să рттки punem га forțele de volum și dat de la limită sînt de așa natură, îneît fenomenul de încovoiere nu apare Vom alege (vezi pag 351 —355) = F3 = o, gȚz = = 0 pe 5*' (56) pe Sistemul (50), (51) cu datele (55) vu fi im sifiteni omogen Ținînd srcjiia și dc ci■na ț’iile (42), (43), acest sistem admite «oluția identic nula ( Nn dispunem de o teoremă de unicitate, și deci ші se poate afirma că aceasta este singura soluție a problemei cu date nule pentru forțe și deplasări la limită ) Ră nii ne deci de rezolvat sistemul (48), (49), cu datele la limită din (54) pe suprafața laterală, și cele ce decurg din (22) pe fețe : Mi ± $i+ j °зз (± — ț • 0T) Ținînd seama in (22) de funcția de corecție ф( din (31), și obscrvmd că aceasta este nulă in virtutea relației a doua din (56)T și a faptului că componenta Л’3( din (42) este acum nulă, amintind că ф ■- 0, și ținînd scama și dc ultimele relații (56), Eîntem conduși Ia a scrie «3, lîp a-t, г) = (г/?і) (од - ѵод) (67) Ținînd seama de (3 4,7) și încerelnd sa separăm, de pildă, un termen de forma 2^sn» obținem ușor £ 7 2p 2Xp *n - — -(«и + ѵод) * -Un + чрад> -(sii + «m) t ^«ti- 1 - v* 1 - v X + 2p astfel tnctt constanta modificată din (64) apare și aci Pentru a3a găsim o expresie similarei; Constanta p rămine neaitcrată Presupunerea од ~ O este frecvent utilizabilă într-adevăr, sarcina normalii pe fețele plăcii nu depășește de obicei cileva tune pe m3 (planșee încărcate cu utilaj greu) Din formula liniară (37) urmează că од variază intre 0 {pe fața inferioară, nes alici Lată) ți valoarea sarcinii pe unitatea de suprafață de pe faț« superioară, așadar este de ordinul a cltcva kgf/cin3 Tn fond, placa plană joacă toiul unei adevărat ,♦transformator" ai tensiunilor t sarcinile normale, cărora (din cauza micii grosimi) ea nu le poate rezista, sînt transformate în tensiuni dirijate în planul median Observația 2 Ca și In cazul stării plane dc delormație, ecuațiile (61), (63) formează un sistem de 5 ecuații de primul ordin pentru 5 funcții necunoscute, Intruducind (63) in (61), obținem imediat НІИ,1' + (X’ + fi) 0» + F, = 0, (08) așadar un sistem de 3 ecuații de ordinul al doilea pentru 3 funcții necunoscute de 2 variabile Desigur, acesta este un sistem de ecuații Lam6 bidimensionale (urzi și § 4 S) Pentru studiul stării dc tensiune plană generalizata, vezi incă și lucrările Iui E HeIss și S l ocke ; R Salganik [Ij; В Ѵогоѵісі Ц] d) Starea de încovoiere a plăcii subțiri Să рте supunem acum că forțele de volum sji datele la limită sînt de așa natură, îneît să nu apară starea de tensiune plana generalizată Pentru aceasta, vom face ipotezele complement are celor din (56), așadar vom presupune Л = Faz = 0, g, = 0 pe 5", J, — fa = 0 pe 5", q~~ = g+ — 0 (69) 366 PROBLEMA PLANA Gap 6 Sistemul (48), (4V) cu datele (54) va admite deci (vezi (42), (43)) soluția identic mila Rămîne dc rezolvat, sistemul (50), (51), cu datele (55) pe supiafața latei ala, și cele ce dccmg din (22) pe fețe : аДі(±й) = £Л + + ? -*/и) (f: (74) unde funcțiile din al doilea membru sînt funcții cunoscute de arcul J 3 STA H EA DF TENSIUNE PLANA GENERALIZATĂ 51 STAREA DE ÎNCOVOIERE 367 După cum ae vede, atît condițiile de tip DiHehlet, cit și cele de t ip Neurnann, BÎnt în număr de 3 pe fiecare porțiune a frontierei Odată rezolvat sistemul (71), se pot determina și componentele tensiunii; anume, din (9), (10) și (24) avem imediat (75) £ Pentru componentele ₽ =0, aaa — 0 (84) Prima din ак4с relații exprima presupunere» Cft contracția transversala este neglijabilă ți rvvine La a lua № =w® (±1, x )t deci la a neglija termenii de forma Сен dc-adoua - valabilă numai în cazul fețelor libere — este o consecința a teoremei dc reciprocitate (vezi finele 5 2 4) împreună cu ipoteza de liniaritate In raport cu jt ea cemdure Ja concluzia eaj = = *Ssi = ceea ce ar contrazice flagrant condițiile dc echilibru în fine, cea dr-a treia ipoteza (84) ■ justificată în spiritul celor nu variază pe grosime Jar componentele uf apar numai datorita Încovoierii planului median, \ J\ а$д cum se vede în figura 6 3 5 (unde șina s tg« X/ >1 ~ Aceasta revine In a lua n“ = — x u/\ ceea / X^ ce conduct din nou la primele două relații (84} \T (vefcî șj (2 16J) X ""‘X Pentm a restabili valabilitatea ecua- a і|Ге*а echilibru, teoria clasică intre- ! 4 Ț duce totuși pe o oale ocolită compunem tel® $3( întrucît w? nu depinde de e, a doua s ipotecă (84) conduce la relația (vezi (17)): (X*/ți) g*} •■J лг3г — I) (w"^ +v wyu) -i-2-A3(X*M)4+, (88) ■J Ku = - J) (1 - Ч in timp ce forțele tăietoare rezultă nule Din (76) ți (SS) avem acum °-=4/r*îNi*’ 0), 2 acționat de forțele Ani + dlVB1 și — (JV„ + diV»,), și еід g 3 6 contmnînd din aproape fn aproape aceasta operație de înlocuire, obținem uu sistem de forțe tăietoare de intensitate r, distribuite pe 2?*'» Momentele de torsiune din (71) pol fi deci înlocuite prin niște forțe tăietoare, care se atlaugă forțelor tăietoare ^3(₽) date Pentru forța tăietoare sumară, vom serie (evident* s nu este un indice numeric, de sumare) : = вм + (94) astfel că (71) conduce la numai două condiții = (95) în acord cu Oi dinul ecuației de studiat Această ecuație nu păstrează totuși forma (81) Anume, InirueU în teoria clasică ea este obținută pe o altă cale, cel de al doilea termen din membrul al doilea nu apare, și avem numai AA w* = Q/D, (96) unde D are aceeași valoare ea în (78), iar Q se reduce Ia Q 2Л JF, + 2jf*> (97) Bcuațin (96) este ecuația lui Sophie Germain J Lagrange* (In (88) termenii in trebuie de asemenea neglijați în teoria ce pornește de la ecuația (96) ) §■1 ECUAȚII IX ELASTICITĂȚII PLANE 371 Deosebire:! ewiițiulă Intre efiuuțiik (84—(83) șl ecuația (36) consta toc luai iti cr dinul mal înalt ăl echir dinții — ațațhr in posibiliLalea dc a include soluții pc care ecuația (06) mi Ir poate pune ia i-vidrtiLâ, ți de a sal isfacr maî corect cundițULe la limită cu semnificație mecanicii Calculele efectuate рілй In prezent par toluți sft arate că In gcncnil (penlrti plăci suficient dc subțiri),, ecuația (96) conduce La soluții ce mi se deosebesc prea mult de rele fllr ccUițiilor іййі r^nrLet de ordin superior Aeeastu sr explică prin eonfigliftițla cu tplu] specială a plâdiptan# subțiri, Di/npuirivă, pentru teoria plăcilor tmrbe subțiri, t> astfel dc cobori ra a ordinului ecuațiilor și micșorare a numărului dc condiții Ea li mila uNlizubik poate duti! la neglijarea tm lt, la rîndul ci satisfăcută dacă există o funcție A(#IT я2) astfel ca Лг ~ A, it A2 = -Ад (15) Introducând (15) in (14), obținem 'bi — A (?1} сгйр AiU Glf t?12 — Аі1й (16) Orice funcție А(тг ,t2) e C4(^) permite, cu ajutorul relațiilor (16)T să asiguram verificarea identică a ecuațiilor de echilibru Funcția astfel introdusă se numește funcția lui G Airy Ea este un potențial de tensiune* J+ Maxwell [11 a observat însă că funcția lui Airy trebuie să satith facă și ecuațiile ce derivă din condițiile de compatibilitate l’ntroducînd (16) in (2), a treia ecuație rezultă identic verificata, in timp ce primele două se reduc la o aceeași ecuație ДДА = GWI + - [^/(1 - v)] (GU1 + G^), (17) Dacă există o funcție de forță (?, așadar dacă Л = е,а, (18) urmează Ga — Ga = ff, și ecuația (17) devine AAA=[(1 - 2v)/(I - ѵ)]Д vste identică cu ecuația lui Sophie Ger mai îs si Lagrange (3 9G) îu § 12 vom vedea că și condițiile la limită concordă Itecă F — Qț ecuațiile considerate conduc la ecuația biarmonică, Ți nhid Ș^aina de teorema lui B Almansi și M- Ni^ole^u (vezi § 1Л 0? pag 15G)f rezultă ea soluția problemei depinde de det erminai ea a două funcții armonice (independente^ sau (ceea ce e acelașț lueștu) a două funcții analitice de o variabilă complexă definite tu âî, — în timp ce Rolntia problemei antiplane depinde de ii eter mi narea unei singure astfel dc funcții Orhervatif Pentru П^Ые Inbercăifi de extindere a rezultat ului Iui Airy Ia cazul tridimensional* vezi începutul Ș 7 3 § 5 UTILIZAREA FUNCȚIEI LUI AIRY EXEMPLE Utilizarea funcției Iui Airy a mers in general pe linia unei metode de tip invers: dîndu-se funcții biarnionice în domenii se determinau apoi condițiile la limita mecanice corespunzătoa-re Slut puțin numeroase domeniile pentru care problema a putut fi studiată direct: sub o formă efectiva, G, Airy [I] ți A M^sctager [I] au căutat soluții pentru anumite dcmruii simple, sub forma unar рпЦнпате І/шпшіи Numeroase exemple de acest lip sînt expuse Йе către M Filo-nenkn^Borodiei , Capitolele G și 7; P Papkoviei 14], міріьдкіе 9 11 : S TimoPhenko și J G QT 0, 0J Pfaca dreptunghiulară în consolă SA trecem lu atudiul analogului plun al problemei consolei du secțiune dreptunghiulară* cercetată In 5 s îfi* exemplul fr Pentru ilceastaT ГІе că consola de лхЛ Oneste plaiul trt raport cu OXj — ințelrgind prin aceasta fîc că cu are faruri unei plăci plane de gr os inie 2h pe direcția Ors (stare dc tensiune plană generalizată), fie forma unui cilindru infinit de generatoare paralele cu Ozj (stare plană de deformație)* tn primul caz este vorba dc o placă subțire dispusa oerfwtd: In cel dc-al doilea, de o placă infinită (eventual groasă) dispusa orkonfcif, (A se revedea figurile 5 20,2 și u 20,3,) Prima din aceste probleme a pulul fi rezolvată ca probbuiă anii plană, soluția fiind dată un o bntifi nproxhiuție chiar de formulele tai Tu r*» wslci (5^20 3&); dimpotrivă, cea tiu la doua iui o putui П examinată (vezi § 5,2'1, pag SIS) Cea de-a doiin problemă poale fi la ritnlu-і studiată in două moduri: ca atare plană de dcfonnațir» ți ca problemă dt placă încovoiată* Să rvduccm chrdiunuEi bi studiul problemei plane pentru doțtieniul tiiu figura 0*5 2, unde uvem a г/, и % r4 язгеіпд fiind echivalentă cu o forță И@г (măsurată In kgf/rm) Domeniul considerat este « secțiune loiigitudinulă a consolei, ce trecu prin axele și Ox> 37(5 PBOBLEMA PLANA Cap G Axa este axa centrala principală Gv inerție întrucit planul OxjX2 din paragrafele anterioare este aci înlocuit cu planul vom avea de făcut modificările corespunzătoare de notații Avem dc rezolvat ecuația (4 21) cu condițiile la limita pe frontiera domeniului condiții care, în spiritul prind pi ui ui lui Saint-Venant, trebuie scrise sub forma : ffu = °* «ha — 0 pentru Tj = 4 u, (9> SCI ^681 pentru a-3 =/, (10> —*țl ele exprimlnd faptul ca suprafața laterală a consolei (așadar, fețele „superioară" și „inferioară" ale paralelipipedului) este liberă, iar baza r3 — i este su pusa la o sarcină tangențială de rezultanta Vom începe prin a căuta soluția problemei tot cu ajutorul miei funcții Airy poii- no miale, de grad 3 (așadar evident biarmonlcă) : A (*r *a) - гз + rri *3 + дЖз + P' Т'І + ?' + r' *a> U O dc unde, cu ajutorul relațiilor (4 20), deducem o„ 2rxf 4- 6sx3 4 2r', c;J3 - 6pz1 4 2 ' S&calcQlftm acum momentul do inerție /jsl secțiunii {normale} a consolei Pentru drept unghiul de laturi 2 a, ЭД avem din (5 7 7) l8 = î£ 4«D - у о’Ь- 3 Raportlpd acest moment de inerție Ui unitatea tio lungime pc direcția OXj — ața cum procedăm cu toate mlrlmllc cu care avem dea face în problema plani ■ vom obține pcni ru fîtâmrrtfuZ rfe [лег/te unitar pe care 11 notăm din nou cu valnurco a\ (19) 3 Cu меміа, formulele (17) devin att 0, ffJ3 - - (ИЙіУ/а) (( - »|)i Valoarea со mp li a cn Lei oj3 coincide cu cea rezulttnd din (5 9 7) Componenta сг;1 аге ѵя-lînren din (5 20 39) In fine, componentele f > 2 lfel: i't ■ №/£(>> t -I- (I - H- Aaft 1- C 2 3 t / Of «, 2 (ГйіІЕІ,) *1(4 - м *,) - 1 (2 +,} 4 - I3ti - D 2 3 (21J unde Ah 8 c, D sînt coiiâhinte, legate prin геІнЦи 4 В — 2(1 H-v) tA 378 PROBLEMA PLANĂ Cap 6 în c icil sUril plâns rts dcforuiiiție, ecuațiile (3 67) se Înlocuiesc ei) (2 2-1) Recitatul final se poate oh ține direct dințai), Înlocuind constantele у, E prin valorile din a doua linie din (3-66), și apoi revenind la notațiile v, b Trflitiiid problema ca problrniâ de fncopo^rc a, unei pitici infinite, $v$in de integrat (3 96) cu condițiile (3-93), (3^95) De data aceasta, trebuie să iutervertlm 17 cu x3 țl нд cu na, șl să înlocuim 2/î rii 2u înlrucH component de stării elastice nu depind de x, shitcm conduși ia a integri! ecuația d4 «„,'d^4 = 0 (22> în ce privește condițiile la limită vom presupune că placa este rigid fixai ă (fjJiY/s/rafrt} In lungul liniei 0: această linie nu se poate deplasa, și plaițul tangent în ițangid ci Дё asemenea nu se ikpl așează în procesul de deformație Ei împotrivă, marginea xa t se rotește liber, astfel că aci nu pot fi aplicate momente încovaloloare, ci mimai o forță tăietoare, Avem deci Hi i^ = (j — - 0, j\w j,a = î H, AS1 (33v Făfeind 113 de formulele (3 88), (3-91) și (3 78), obținem imediat 3 » 3 -Л 2 I 2 \ 3 / из — 0 3 (26) Formulele (21) cu constantele elasLice înlocuite așa cum am arătat mai sus? cnnțiti Încă și al ți termeni — a căror prezență se explică prin aceea că soluția în cazul stării plane de deformație este soluția exactă, tn timp ее în starea do івдоѵщеге a plăcii intervin ipoteze suplimentare (De unde obligația de a satisfaci1 primele două condiții (23) ) Expresiile ce depind de Aț Л, C, 7J descriu o deplasare rigidă, eliminată in (26) prin condițiile dc Încastrare UTILIZAREA FUNCȚIEI LUI AIRY 379 e) Grinda pe doua reazinie Sa considerăm același paralelipiped de muchii 2d, Э&, /, solicitat de o sarcină repartizată de intensitate constantă Q pe fața sa superioară, Dacă 2& l > 2a, placa csLe așezată orizontal și e sprijinită pe două linii de rezemare (fig 5/20 3), în primul caz, Q măsoară intensitatea liniară a sarcinii pe grosimea plăcii; în cel de-al doilea, intensitatea liniară a sarcinii pe o Uși? de lățime unitară a feței superioare a plăcii în ambele cazuri, secțiunea normală a cilindrului (de ax Ors), sau planul median al plăcii subțiri, slnt solicitate după schema din figura 6,5 3 Probleme dc acest Lip (sarcină ps suprafața laterală a bare) cilindrice, eventual funcție de x3) se rezolvă curent cu mijloacele rezistenței materialelor — eu toate că soluțiile exacte nu sînt încă in general cunoscute, în cazul secțiunii dreptunghiulare, problema poate fi rezolvată aproape la tel ca în cazul plăcii in, consolă- Este însă adesea util să folosim eventuale soluții aproximative ale problemei — dacă dispunem de ele -pentru a ușura căutarea funcției lui Airy Să abordăm problema de față eu mijloacele rezistenței materialelor, așadar utilizlnd (5 20 39), Ținînd scama și dc (5 9 7), vom lua ca punct de plecare — ■ ( 62i 0i) (й“ ■ ^зз — (^a 0’ (37) Să considerăm că componentele normale tfss apar ca efect al acțiunii momentului încovo-ictor corespunzător hi fiecare secțiune (vezi § 5 9, pag 207), Componentele qs1 slnt produse de forțele dirijate tangențial, după direcția axei Soluția se va obține deci suprapunlnd efectele forțelor Q сіх, distribuite in lungul barei, precum și efectul momentelor corespunzătoare^ consldrrînd secțiunea acționată de toate forțele ce lucrează la dreapta ei (principiul secțiunilor imaginare), S treina globală ()/ provoacă apariția in reazime a două reacțiuni egale cu — Qf/2 Momentul sarcinilor repartizate () dx3 aplicate in punctele curente x3 A’a Z, plus momentul reacțiuni! în reazimul ,t3 I este dirijat după O ra și are valoarea Din (5 9 22) si (5 9,17) urmează acum *зй = - G - z3) хг тэ (29) 2 380 PROSLEMA PLANA Crp, 6 Pentru a determina o31s vom Iaci' u&deprima formulă &7), lufod ~ 0 dA^ integrind de ia r3 ța I țiț foind seama și de sarcina — pe baza x3 —- i Obținem atunci 1 C1 oM 0' O /2 Itl («" - 4 + 2 Cu aceasta^ formulele (29) (110) devin xlf trB w - — (0/Ja) (fla - Xj) тэ (31) ) 2 Yturj hictipe prin a cuula șdum soluția corectă a problemei sub forma ffas, = P*i + 9 ®Ș ^b (32) care păslrează Kinictura ■formulelor rlemt-niart- (3i) Nottud cu ВfuncLirt lui Airy pre-zuTnatfi care — prfo interinediui relațiilor (4 20) - сашіисе la expresiile (32), uJjțint'iu В n pxj -b qr^ B I3 - ri'a - sxj (33) Integrind prima diii ftccste eciiațiț^ avem В (^, piȘ H- - gsf asf 4- й (к3) H- fs (хэ) (31) e ti Inlroducînd această expresie in a duua ecuație (33), deducem î®î T- fiW = ~ Ш - dc unde, introducînd o nouă constantă t : s - - g, fj (Tj) = - ^ г !■“ 4 G 2 (:î5> astfel că (34) devine (termenul în 7 fiind neglijabil) В = - p 4 — 4 r ii tj + f2 (Es)* 6 fi 2 (36) IJT1IJZARZA FUNCȚIEI LUT AIFY 381 Această funcție verifică relațiile (33) - dar nu este biarmonica Întrucit Д Д 3 = 4 (a s) £ 0 (37) Ea nu poate fi funcția lui Airy a problemei : spre deosebire de cazul plăcii In consolă, soluția elementară ml poate asigura verificarea ecuațiilor exacte Să luăm atunci A (xv x4) = В (zlf ід) 4- C xB)t (38) ț! să determinăm funcția C (z^ din condiția ca să fie biarmonică, Deducem Д Л C — 4îXj — Йѵ (xa), (39) ecuație care este satisfăcută dacă alegem (cu scopul ca A A C să fie liniară în x2) C țxTJ i3) - pr xt rj + (Xș) 4 fti (za), (40) unde este un pollnam de grad ce! mult 3 Avem desigur ДДС = 24pJz1 41Й$я1— de iinde7 cornparbjd cu (39)t deducem i » t 1 p 4 = -7, (41) fi Funcția lui Airy se scrie deci deocamdată sub forma A (xIt xa) = - j> xj 4- — 7 xj xf -r #i 4- p'x^S - — p' 4 q 6 fi 2 \ 5 30 j (42) In irod ud ml (42) în relațiile (4,20), obținem acum a3J ■= — 72?5 - 4 12р'лз$ + Л ^11 ■ “■ 3'j 4 rz-j 4 4V'IS ■ (43) Pentru a determina pT q, r, pY ș| у®з)> dispunem dc condițiile fa limită ale problemei, rare — scrise In spintul principiului lui Suini -Vcnaul — sini I “ a13 = 0 Оц - 0, aia = 0 °33 = 1 1 i cr13 d±a -r Q f J a 2 (Pe baza xa - — i асііопсаг й tensiunea tjj, 2 pentru Г] — ti; (44) pentru Tj cr; (45> 1 pentru хэ = 4 — i 2 (46) a = - eu ) 382 PROBLEMA PLANA Gap 6 Prima condiție (44) și prima condiție (45) se scriu sub forma - — $ a* 4- r 0, *rin axele și Ш'э- 376 "PROBLEMA PLANA Cap, t> Axa Gresie axă centrală principal-i di Inerție; întrucît planul Охд±л din paragrafele anterioare este aci înlocuit cu planul vom avea do făcut modificările corespunzătoare de notații, Avem de rezolvat ecuația (4/21) cu condițiile la linii lă pe frontiera domeniuJui S$, condiții care, în spiritul principiului iui Saint-Venantt trebuie acrise sub forma ; Ojj О, П13 — 0 pentru — i flT (9) de unde, cu ajutorul relațiilor (420), deducem cfn 2 rxj ■+ 6sx3 4 2r', fla:3 = epXj 4 2 q' = І 2țja: / = - obținem acum s' = ббіНв* (15) asUei că în definitiv funcția Ini Airy $e serie A = (ГД/4 ct3) (л» 1 3 - î - 3a* ii ra), (U) UTILIZAREA FUNCȚIEI LUI AIRY 377 tar coniponenlHe (13) ale tensiunii au Valorile un шД ■ (W Valoarea emu pun? iitei coincide cu cea rezultlnd din (5 9 7) Componenta au are vsi-!o:ii’l‘:l еЦп (5 20 3!)) In fine, conipon?iil rlc / >2a~ Dinipuirivă* deplasările diferă Intre ele Pentru a le calcula, putem (aer Uz de (1 9Л)» transcriind ih formația cu ajutorul legii Ini Elbalce In cele dtiuă vartonlt dini inele ce rez ultă din (3 67) pentru priimtl еяй respectiv (2-24) pentru cel dc-al doilea (unde trebuie țft EnUrverlim șl variabilele t\ și xj și răcind uz de (17) sau (20) Integrarea se poate face pe orice drum, de pildă pe un drum compus din segmente paralele cu axele Tot aUt de Ușțrp se pol Integra diret'l rciiatiiic ÎÎKica-geometnr i' Astlrlt din (3 G7) și (Й0) >i- oidin Viilnrilr n, r tt9 3 ți u? t -Hh9 | lutegdnd primele două expresii, npur două funeții nucunoscuir cure se determină țînlnd senin fi de ceti de-a treia expresie comldvrntA Obținem astfel : Ѵд -1- ff) I xs - — r} 4- vjJ (I - ы + A^J 4 c 2 3 1 - 1 U; = O, (21) «a rt(s| —2ІГ,} — (2 4-v) Л 2 [ 3 unde A, H, C, D sini cwtante, legat« prin relația А —В 2(1 з-ѵ) n5 PROBLEMA PLAN Л Gfip 6 378 în cazul чійгіі plane ds deformat ic, ecuațiile (3 67) ie Înlocuiesc cu (2 24) Re^dătatu] final se poate obține direct din (21\ înlocuind constantele ч, A prin ѵаіогйе din a doua linie din (3 66), ți apoi revenind la notațiile v, E, Tratînd problema ca problemă tiu fneoanfera a unei plăci infinite, avem de integrat (3 96) cu cundiiiilc (3 93), (£95); De data aceasta, trebuie sa iu ier veri ini gj cu r3 ți tij cu «3, ți &Й Înlocuim 2Л cj 2d foțrU&l componentele felării elastice mi depind de js, sintem conduși Ia a Integra ecuația d^Hj/d^4 = 0 (22) îu ce privește созкЩііІс Іа 1 imita, vom presupUnu ей placa jtstc rigid fixat 3 (îueaslrtitii) Iu lungul liniei xs -■ 0: această linie mi зов poate dcplasm și planul tangent în lungul ei du asemenea nu se deplasează în procesul de deformat ir Dimpotrivă, marginea / se rotește liber, astfel ей aci mi pot fi aplicate mbrjriente incovoietoiire, ci numai a forță tăietoare Avem deci н1| с,^0 ^rii'^^T aJa^O sa 'J'3 = [ ~£ ^31 л,= [ Făclnd uz de formulele (3 88), (3 91) șl (£78), obținem imediat «1= - WiMl^a ~ dl -й = - - ч!!)- M 2 \ 3 / 3 Ținînd acum scama dc presupun crea că со тропе в ia - - (^/£/0(1 -Vй) t2(4 - 21^ 2 Formulele (21) cu conslanteJe plastice Inlocuile așa curți am arătat, mai sus, conlju іпгй și ulii termeni — a căror prezentă se explică prin aceea că soluția In cazul stării plane de deformați^ fițte soluția fexactâ, in timp ce în starea de încovoiere a plăcii interviu ipoteze suplimentare (De unde obligația de a satisface primele două condiții (23) ) Expresiile cc depind de А, Ві C, D descriu o deplasare rigidă, eliminată In (26) prin condițiile dc încastrare UTILIZAREA PUNCTA Wt AIRY 379 е) Grinda pe două reanime 51 considerăm acel uși pavai ci ipipeil de muchii 2a 2b, f, solicitat de o sarcină repartizată de intensitate constantă (/ pe Fața sa superioară Dacă 2b 2a ? > 2a eventual funcție de л?л) a₽ rebdvft curent eu mijloacele rezistentei mut urlatelor — cu toate că snlnțlllc exacte nu slitt Încă în general cunoscute tn cazul secțiunii dreptunghiulare» protdermi poate П rezolvată aproape la fel ca in cazul plăcii In consolă Este insă iidcsea util să folosim eventuale soluții aproximative file problemei — dacă dispunem de vie -pentru я n>rr i căutarea funcției iui Airy Să nhordăiii problema de față cu Jiiijlomvh' rezistențe} materialelor, așadar utilizlnd (â 2o :i9ț Ținînd seama $[ du (5 9 7b vom lua ca punct de plecare (a’ - «fi, - 0, св = (Гйі/У «,(s, - I) (S’J 2 Să ctmBldciănj că component el й normale trB дрпг t:a efect al națiunii monientutut Incow-ietiir corespunzător In fkcurr secțiune țveti § 5 9 pag 207) Cumponcnlrlf cJt sini produse de forți-lit dirijate tangențial, după direcția axeiOxr Soluția se va cljținv deci suprapunJntl efeft* tete fuîțclnr Q tl r , cLi>Lr[|jiHte in lungul burei, precum și efectul momentelor rtiM-spiin/dloare, &>iiMdtrInd jecțiuniw г, acționată de toate forțele ce Increaxă Ia dreapta vi (ргіікіріиі secțiuni-lor tmagintire) S treina globulă Ql provoacă apariția m reanime a donă reacțiiml egale cu —Q112 Mo-metdul *an inilor repartizate (> d r3 aplicate In punctele rurenti Л'а k plus moiucnUiI rvurțiuLul iu reaziinnl i4 l este dirijat după O ra șl ur₽ valoarea ш C - 1 1 (Гд) = Gț (A;j (Н'л — - — — Q^J ți ' (2S) Din (5,9 221 și (5 9ЛІ) urmează acum «te ™ G - ®b) *i £9) 2 380 PEOBLEMA PLANA 6 Pentru а determina tfaL, vom face иг de prima formulă (27), luînd == (? dA”3, fategilnâ de Ja аэ la f țî ținînd зданія ți de sarcina — Ф1/Й pe baza x3 l Obținem atunci 1 Г1 c„ = Ql (l 12 Ij) ta1 - rf) + comparlnd cu (39), deducem , , r , 1 ₽ + Sfl - - ant = Q P' - о H&) 2 3 roruuildo (13) devin atunci (g țl г ncmalTiind independent?) tfn =- — q X* - rxL Qt СТЙ pxt + f aț , ₽и = qx\ Xj 4* fJ, (49) 3 2 3 InLrodtfcInd expresia țj]a din (4P) In (11) ți (45), deducem fj - rța\ (50) țl a doua relație (48) permite atunci sâ scriem q= Qia\ г = L Qfa (51) 4 4 Cele două condiții (46) rântlti ttrcl ій servească la determinarea unicei ссшчі;»тіІе tneă necunoscute din (49)t constanta p- A doua din aceste condiții este identic verificata ; Intr-adevăr, ținînd seama de (51), avem pentru ®3 1/2 ,-rt | fer l E - Ц *—Д 2 3—a , I ( ■ gz] + r) dij — =j= — QL 2 ■:i schimb, din (49) ți (51) deducem -Ь “ -J- w bl + \ 16 J 2 (52) astfel câ cea dinții din condițiile (46) nu pocU fi verificată identic Dispunem de două căi pentru a ieși din acest impas Prima ar consta dinți o noii/i modific care a funcției iui Airy* In ața fel lucii sA fie respectate condițiile deja verificate, ți să se asigure ți satUracetca celei din urmă condiții A doua cale constAlnane mulțumi cu verificarea acesteia in spiritul principiului lui Saint-Venanl Calculind rezultanta ți momentul rezultant al tensiunilor ae pentru Хд = ± І 2 obținem din (52) 4 ct^ - I“) Ja, Sâ presupunem acum //Л -O± crea ce taseanmâ ей condiția (46) pentru aM este satisfăcută în spiritul pnnripluEiri lui Saint-X cnant Ținînd seama și de (19), obținem din (ă5) solul in problemei inițiale : 1 f 1 ч \ 1 , f?l] — — I " ’ ^"1 -*- I 1 — b (Qlt î) ({I " î) ^'31 2 V 3 J 2 (56) 1 fa 1 * 3 q 2 1 aa3 — (Q/î ) xf i* - л=і + — л* ptj, 2 l 4 3 5 (knrrparind-Q soluția elementara, din (31) {completată cu valoarea nn OȚ se constată [I * II ■ Ij1 £î! 3 5 } Aceasta e o mărime negNjBhllfi, In afară de razul a tj2 în ftm\ a]}nue indici variază de la zero la —Q Pornind de la (55), se put detci'mina dvplasărUt' (Леса ее soluția (31) ini îngăduie) înpar-ІІсиІцт, aceasta permite ți rezolvarea problemei grinzii încastrate la capele» caz In care valoarea (necunoscută) a mumcTiLuhii se deterriiiEL;'i din condițiile la UmHA dc forma ui ik=Vtf =0* rjsdk=±U± = (57) (Prima exprimă condiția eu direcția elementelor orizontale sâ nu varieze ta capetele barei; a dona exprimă aceeași condiție pentru elementele verticale ) d) Pr^Mema dnfptimghiM, Ale iod a separării ra-tiabiMor în general, sc pol Inttlni date Is limită onrecare pc cele patru Ini uri tde dreptunghiului, ceia ce obligă la alacureu problemei printr e metodă directa în acest scop, se caută adesea funcția Iul Airy sub forma AfXj, xj = *■ V XJaJY UJ ft= D (56) ЗЯ4 PROBLEMA PLANA Cap б Ecuația ЫатсдоПісА (4*2tj ia astfel ferma XivY 4 ЭХ* Y" H- XYlv = Or (pentru fiecare termen ut sumei (S8)> sau Іпсй XJV/X -J- 3(X*p00f*/Y} 4- YjVfY = G (SG) Dcrivlnd acrastâ ecuație hi raport cu ip obținem 2(Y"/Y) = - (X1V/X)J: (X"/Xy, (fiG) astfel ей ambii membri ni acestei ultime ecuații trebuie sâ fie egali cu o urc ea șl roit stan tă+ fie i a -2XS (inai exact : - 2xJ) De aci avem mai Inttl ecuația Y* + X» Y = 0, (61) а cărei soluție are ferma ¥ = ti cos Xx j 4- Jfsin Azț (62) întrucît din (61) urmează Yrv = — Y" X1 Y, ecuația (59) devine Xrv - 2 Xs X" 4- X4 X - 0, (53) eu soluția generali X (j|) Л ch X J| 4- В sh + C th kij-j-D j-! sh X Jt (64) Funcția lui Airy este deci o stimei de produse de funcții de forma (63) >i (O i), cu coeficienți - funcții de n — care trebuie determinați din condițiile la UmiLă în pâfticular, luind h — 0 in (62), 6C obține soluția tui I Flfen |I|; dimpotrivă, pentru A? -■- 0t rcznl1 fi soluția Lui M Ribierc [l| |2| Pentru detalii» vezi P Pupkovlci , 10 4-10 6; S Tlninslienko $i X Gcodfer [l|, S 23 Dreptunghiul elastic — inclusiv în cazurile limită kt care dezvoltările In serie sînt înlocuite prin integrale Foiirlcr — este studiat cu un imirr număr de exemple dc P P Teodorescu |3j« Vezi încă B Abramlan și M Mânu ki an |lj (soluție prin serii„ sisteme de ecuații complet regulate) Pentru un punct iii- vedere modern* uzlnd de teoria distribuțiilor, vezi J, Lcray (cu aplicații: J C- Leray (I ]), Sâ examinam pe scurt cazul dreptunghiului pentru ceea ce permite verificarea con dițiilor la limita pe IfttuNle xt - ± & In spiritul principiului lui Sainl-Vcmiul Pentru a ne elibera de prezenta unor sarcini оя pe laturile тв - 1 /тт sil Itfătn In (G2) li 0T = яте, așadar &й ейиійіл totația sub ferma propusă de Filon : * лѵвд n^xt птсХі nitx rtKr/ A(j1+ Xjj = V sin -» Ди ch - I W, sh 4- C, Xj ch +■ D* -* b b b b b ! (65) ECUAȚIILE PROBLEMEI PLANE ÎN VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 3&5 în ti atic văr, fiecare termen al seriei ce TezulUț de aci pentru c% — Anj este nul pentru ra— ± 5 Tn ce privește sarcinile tangențiale a12, ele trebuie sâ fie determinate din condițiile la Limită de pc laturile xx — ± fl» care se scriu sub forma ffn « A,„ = fj (a^)i fft3 - - = !7г(*в) pentru xt a, (66) «i;^i = — Arsa ™ * ,ipB = A>i* c pentru xt — —a, unde flt fa, Bp sînt sarcinile (normale și tangențiale) cunoscute pe bazele dreptunghiului Dezvolt in d aceste funcții In serii Fourier, obținem prin identificare un număr dc 4m condiții pentru determinarea celor 4m coeficienți ce apar în (65)t dacă se rețin numai primii ni termeni ai scdeL Funcțiile gv ga slut valori la limită ale unor serii de cosinuțl, și ele trebuie dedsă satisfacă condițiile S& pt ffi + + ₽,« - EU -2^W1V (21) Deplasarea U odată găsită^ din (2 26) și (19) Obținem și (#д și S2 Ніи! funcții arbitrare) Dat fiind că So este o cantitate reală, vom scrie (3) și relația (2) va deveni $0 = 3[Ф(д) 4-ФШ (4) Ținînd seama acum de (1) m a doua ecuație (1), obținem Si = 2Ф'Ш, (5) de unde, prin integrarea în raport cu tțt urmează s=W(5) + Wb (в) unde Tțj) este o nouă funcție arbitrară, Întrucît e^eOȚSF), urmează că Ф(і), V(ț0 sînt funcții diferent iabile și cu derivate parțiale continue în £?, așadar sînt Jmicții analitice de 3 în &, Asupra naturii lor ne veni opri în § 10; ComddeTÎnd încă și funcțiile analitice ф($)? Ф(&) (сате mi trebuie desigur ci înfundate cu funcțiile notate în același fel in sin diid problemei anti-planc) definite in prin relațiile b Vfzi S țttfr 200* Soluția ecuațiilor (1) are deci forma (8) Eeciproc, peutni orice funcții analitice ф(Й> Ф(Д funcțiile definite de (8) verifică ți), Trceînd acum la integrarea ecuațiilor tn deplasări, voni introduce expresiile (8) în ecuațiile (fi 21), ceea ce dă sisteinul u î = - (WWTa) + ФЖІ, U +U,f = [(1 -Svj/fA] ІУШ + ѴШ (9> IntogHnd prima din aceste ecuații in raport cu д? obținem и = - (i/SfiHiTw + Ж1 + tfi(J), unde t\(j) este o funcție deocamdată necunoscută, Ini rodiu ind expresia (10) în a doua ecuație (fi), deducem mai întîi fȚ-ț u; — [(3 — 4v)/2jjl][ ț' ■'■ 9' L do unde urmează Pi Ca) = C(3—^І/ад9(а), (11) astfel că în definitiv (3 0) devine 2^u( (12) unde am notat cu x coeficientul funcției 9(3) așa cum apare el din (11) Ținînd seama de relațiile (ЗЛ6), uvem pentru x valurile 3 — 4v în starea de deformație plană ; 1 Iqwl 1 fi M us l\ 1іъіІііинпісй ț J, Radok [1 }T N ȘaiMfrU [3|>, de rla\ticilaic asimeti-icu (G, Savin , 5 3; K Mhullin ț"p de p/scfl-rlasfinfu^ nsime/rfcd* (M Mlflcil [7JX rhiiir ck- p^sfir/lci/i (B Anin Ц|+ X‘ к, ПоЬгсѵоЬкі [1JT [2J G ПіиеГі [1|) tu itiiele din aceste lucrări, tocmai punctul dr vedere din G șj 7 este cel care conduce ia țlnlj'i {Revezi iutii cele spuse la pag 388)- a) t'iu-le din formulele lui Kolosuv яи fost gSshc fl stilizat t în 1900 Pentru ca A(j, $) să rezulte reală, e neclar ți suficient ca Xi “ z- Din (20), (21) urmează acum A(fc j) = Re [j«p (5) 4- x(j)i (23) ceea ce este tocmai funcția lui Airy Tutr-adevăr, din (23) avem evident АДА = 16 A № = 0, (24) astfel că A(^ j) este bîarmonîeă Mai departe, din (16) și (20) avem S0 = 4AM? S=Krl=4A7PÎ (23) ținînd seama de (fL17) și (A 1,7), deducem deci j (26) așadar tocmai relațiile (4,20) Prin urmare, funcția A (jT din (20) coincide cu funcția iui Airy A (ffptfj) din (4 20), iar formula (23) dă legătura ei cu funcțiile lui Kolosov și Mushelișvili Orice funcție do forma (23) este biarmonică, și reciproc, prin integrarea succesivă a ecuației (24) în raport cu д, д, se vede că orice funcție biarmonîcă admite această reprezentare Formula (23) se numește formula lui E Goursat |Д], și constituie analogul în complex al teoremei lui Almansi și Kicolescu Observatul 2, Ftaționamentric dc mal sus au un caracter formal (vi zi § A 4, pap 704 ; revid ți g 5 B, pag 300) Justificarea lor rrzldfl In faptul eă soluțiile ecuațiilor cluslicității gini țpi-nlru F = (J) funcții b ia nucul tec (vezi § L103 pag 155), așadar In cazul dc Falii funcții 391 PROBLEMA PLANA C;p- 6 олайій'г de д1+ ir4 йі încercările uiwr wutori de u fundamenta ini rochiei rea Ituirțiik r demonstrarea formulei lui GititMl ele , pcntiu clase mai largi dr icnelii, nu nre deci 4 ) licitațiile Hctnnogeite Fmmulek de mal sus pol fi extinse la cazul F prin adâugurca Leimvniloî cffres pu tizul, ori unei solul ii par ti culme 5^ , 5*, U* a sbh-miilui ncomogen (fi lG), In nnsl scop, sâ începem prin а ссп^ніегл ecuațiile U9) Fonnuklc lui Pompeiu^j (Л 4,1SJ» (А* ІЛ9} clan pentru ori cp dn meniu (chiar multiplu ■vonex) ,й/ CZ de Ггппіісгіі : 130) ut orice punct j e (iinili- (U> dXjrl Vj, Integratele curbilinii din (3O) slnt integrale de tip Cauchy, așadar reprezintă funcții иІстюгГе de respectiv de j,in л/ Dcrlvlnd In înnd convenabil formulele de mai sihT obținem din (29) și (30) (31 > 4) Pentru primele lor aplicflri 1э nstЫ de probleme, vezi N\ Twdotescu [IJ FUNCȚIILE 1 U1 KCLOSQV Șl M’JSHELIȘVlLT 395 l!i> unde In particular urmează i-nulitatea (32) r\'i[j['u ini i grifele din (31) sc obțin de пбсншпі n, dcrlvîiid In raport cu respectiv jj (ca parului11 г I чиіі semnul inlc^rnli i) lointuhl?: (33) Pentru justifienren acestor (ui muie (valabile pctiliH FgC°(j/)) vezi L Vckua |î\ teorema 1,32 l-a pi ut câ derivai Ne din (31) ли tfnt nule se explicit locznai prin ргсХгЩа 1Ч m I-J! iii LI i s >-rd u L i li * L c=i I r - ii L u fc 1 C;'J rJ ii* i i | ■ 11: ■] j 1C;: і i Jurii к f ■ /; iZ—£)■ Toati accsh formule :m eorflckr de idwrffM/î, valabile Sn punctele lui Pentru voia-IhKIeiLvli lor In este snlkinU sil puici# lua , Э Si Introducem acum vaJoarea S* de mai sus ta prima din ecuațiile (6,21) După integrare In raport cu parametrul I, obținem evident и* \v»n(Z-A)dD+ — Uf— ad!)l (40> 16^(1 - v) JJ 16т[і (1 - v) JJ Z “ $ unde U* (1) este lucft nedeLcrniinalik Inlroducîud (40) ți (35) în a doua ecuație (6 21 )> ți lînliid teama cA prima Integrali din (40) nsi depinde de în Lirnp ce in cea de-a doua putem deriva în raport cu ca parametru, obținem ! (((^L + 2 ) йл+ 4 UI 16^(1 - V) JJI z -j Z-j) iii dj de unde, separind Viirlabikle ți iulegdnd In raport cu parametrul j, drducem 3 - 4v (T (J* (j) -U F tn(z - g) dD+ (41) 16^(1 - V)JJ 9 Cu aceasta, expresia (40) a deplasării U* devine Fta|Z-|tdD+ - -(ÎFZ idD (42) Ібтгр (1 — v) J J Z — g Sf Termenul mullilorm din integralului din (10) nu se menține deci în rezultatul final Formulele (35), (39) ți (42) dau saluți» particulară cântată* Observația 3- înlocuind prin în oreste formule, ele continuă să reprezinte o soluție particulară а есид^Шот ncomogenp, valabilă Inșii numai In punctele ; g ,î/ FUNCȚIILE LUI KOLOSOV ȘT MUSHELEȘVlM ЗЭ7 Sii trecem determinarea vectorului-tensiune, Din (14j urmetiBă evident (43) uncie trebuie sâ introducem (35) ți (3D)\ Ținînd scurm de (31) și (33), țl dcrivlnd in raport cu ca pur-я mr t г u In a doua Integrata din obținem mai tui ii 5) : (44) întrncît avem 5jr 4 $* ; rezulta rit — spre deosebire de cazul Г — 0 — uu $c poate da aci un analog al formulelor țlti) $1 (1Я), Tolitți, $e poate introduce o funcție K*(J-І) i» aț-1 fel îndt = K*M , S* = K\| (45) unde H* *ale un termen de corecție Al doilea termen din ambele derivate (i4) iulră evident In ntedtKtire* derivatelor funcției K*> in timp ce corecția H* trebuie folosită pentru componentele сагеяШпгМоагв «Iul dinții termen- Lui tul K*(J-V tt|F Z —+Ftl«(Z-i) + MZ~ «“> 4ж(1 Z j j cftpătăm dc unde s; =■ К’, r =■ K*, - — (ț —F—z (47) ți deci 0) de la s0 pînă la s Pentru a face uz de (7 19), vom alege normala n orientată spre dreapta in raport cu sensul pozitiv pe Porțiunea din înspre care este dirijat n se va nota 0", iar cealaltă, cu Prin urmare, (4) ■4 unde trebuie să calculăm desigur nu „o integrală ” în sensul din §§ 5 8 sau 6 7, ci integrala definită în lungul curbei : 1 r’ f(M) = r\ ( devine In definitiv Intrară trk- (*?} și i11) jrpn-ziidii desigur tor$ortil forțelor de volum f din domeniul j/ (cure are acum rolul domeniu lai гжт fflC echilibru tensiuni Jur de pr *ЙР e) Sințjularltiifi cwhn iяiЫte pentru funcțiile lui Kolosor și Mushelîșrili Formulele de mai sus permit precizarea naturii eventualelor singularități ale funcțiilor ф în Să presupunem ей F 0 ți să transcriem formulele (3), (7) pentru cașul unei curbe simple închise parcurse în sens direct: я = — І [ф+ #ф' + ф]»1 = Ke tx—S'I' — J S ф'Ѵ (12) Mărimile R, b/jtf3 trebuie să fie evident niște constante Bă presupunem acum că un punct oarecare din este un punct regulat, sau cel mult un punct singular izolat de tip uniform pentru ф(^), ф($) Alegîndud drept origine, rezultă că în vecinătatea Iui avem ф w = s л Ш) - £ *- *fl> 1» = — »s 11^- — €4 unde + + it;, (i4> (și unde an = Ьи — 0 pentru н ■•“e n +1 Pentru a calcula lorsorul tensiunilor pe o curbă v ce conține în interior originea (ți nici un alt punct singular), introducem (13) —(15) în (13), Deducem Я=0 , Л$ = Be (16) De aci rezultă mai întîi ca toreorol tensiunilor ce apar pe orice curba care conține în interior numai puncte regulate ale funcțiilor 9(5), ф (j), este mii în particular, aceasta înseamnă că sarcini concentrate de orice natură pot apare numai în puncte singulare ale funcțiilor 9, ф ■402 PROBLEMA ГЕАХА Сар 6 Mâi departe, se vede că funcții Kolosov-Musheiisvili uniforme în vecinătatea unui punct singular izolat, corespund în general unei repartiții de tensiuni auto-echilibrate (de torsor nul) Fac excepție funcțiile ф(й) — (j) = «Inа, ф(«)==61Пв1 x(â) = Mln4 ~ 1 )> (lfl) atunci din (12) urmează R = 2 - (a — H), /Я3 = 0 (20) Beducînd curba la punctul singular, constatăm că funcțiile (19) descriu o stare dc tensiune corespunzătoare acțiunii unei forțe concentrat ef aplicate în acel punct Vom reveni la finele § 10, precum și în § 10, exemplele d și et asupra soluțiilor de forma (17) și (19) Din cele dc mai sus se constată că prezența unei forțe san a unui moment concentrat na caracterizează starea elastică : coeficienții din (13) rămln nedeterminărif cu excepția Iui Jm/u-r Prezența unei forțe sau a unui moment concentrat este deci descrisă de олсе funcții ГШ) In care aPar termeni de forma (17) sau (19) — cu singura condiție ca seriile care eventual le definesc să fie convergente (cxceptind desigur punctul singular) СНА □ UT DE AUBITRAR* ЯСНШВАЛІ DE AXE 103 înțeleg liHl Jnso starea cojсьріпі zăl na rii uîipf гнЦшзіі inecanlcp rcinernhatc ca *J i momentul concrnlrul c ore sp unita procentelor descrise In g 10, exempJclr d și с (ѵскі și Observația din £ 1(3 pag, 456; vezi Inrii și jj 2 1, b) Actiuiu concenLriilc de slwtmTi mul complicată pbt fi construite iu princip ta cu ajutorul hincțki Й a lui Dirac și :tlderivatelor sale § 9 GRADUL DE ARBITRAR AL FUNCȚIILOR LUI KOLOSOV Șl NUSHELlȘVfLL SCHlNBĂRi DE COORDONATE a) Gradul de arbitrar Cunoașterea funcțiilor Iui Kolosev și Mushelișvili caracterizează pe deplin starea elastică, dar nu și reciproc (compară cu jj 5 11, pag 21 6) Aceste funcții trebuie deci determinate numai abstracție făcînd de imu-miți termeni ce corespund stării elastice nule (tensiuni nule, sau tensiuni si deplasări nule) Vom atribui — numai în acest paragraf —indicele „on funcțiilor ce descriu etatea nulă Ne vom limita la cazul F = O (pentru F =h 0, vezi Teodosiu } Fie ca iu e realizată rtarea de tensiune itîdd Din prima relație (7 8) urmează, ținînd seama de (7 7) că В=еФ0(д) =0, (1) Notînd Фа — Po + îQyt deducem din (1) și din ecuațiile Cauriiy-Ricmann că Qo se reduce la o constantă геній C și deci Фи(5) = ift (3) Introducînd (ă) in a doua ecuație (7,8), deducem ТйЙ) =?? (S> astfel că prin integrale obținem = ’Cj + Y> unde, după cum urmează din (2), constanta ІС poate fi neglijata* Relația (7-6) conduce ia egalitatea іф'(і) + 'ад - u ™m;u -n + *iU -л» de ud de, ținînd seama de (13), deducem TU) = Tjj - 44 - й°ф;(і - J4* (14) Negii jind temenii corespunzători rotației (2) și constantele complexe de integrare (coresipunzătoare unei translații), deducem din (13), (14) ф(й) - Ф(й ** ФДП - IWb u&) Funcția $U) este deci invariantă la o translație de axe, îu timp ce 4U) se transformă conform celei de a doua relații (15) Treclnd la cazul rotației axelor, vom aminti că = ѲД1 + *)> și deci: Se=SJ (16) Funcția 5 ou = as’/sj1 (it> Ținînd seama de (18), precum, și de faptul că din (10) urmează W = exp (ifr), d/dj4 = [cxp(i&)]d/di, (18) putem transcrie a doua ecuație (17) sub forma [exp(— i»]dS‘№ = Гехр(і&)] obținem acum din (7,4)— după neglijarea unei constante imaginare— la fel ca in cazul translației (21) Din (7 6) deducem mai întîi 5ФШ 4- V(â) - [exp ( —[j W)+$3) Înt-nicîf din (21) și (18) avem evident ф^) = [екр(-^)]Ф;и')? primii termeni din ambii membri din (22) se reducT și astfel căpătăm Ш - [схр\-2ад'ВД (23) Ținînd seama din nou de (13), obținem din (21) și (23) prin integrare (întrucît unghiul 41 nu depinde de j); ?(â) == Lexpti&H^fâ1-) ф(а)= [exp (— i£)] фх (^ (24) e) Ее națiile lui Lame și Maxwell Formulele precedente permit printre altele să be stabilească ecuațiile elasticității plane sub fonii a numită « lui Lamti si MaxwelL Pentru aceasta^ să căutăm să transcriem ecuațiile (7,1) numai prin intermediul tensiunilor principale, Prima din ele r amine in variantă, în virtutea relației ( 16) Dar pentru cea de-a doua, nu putem folosi nici іщ sistem de coordonate carteziene, întrucît poziția axelor principale variază de la punct la punct Va trebui deci ca această ecuație să fie transcrisă în coordonate curbilinii ortogonale, definite ca traiectorii ale tensiunilor principale (tangente în fiecare punct la direcțiile principale locale) Aceste traiectorii se numesc liniiizostatwe Păstilud deocamdată notația g pentru coordonatele carteziene în axe oarecare, introducând (16) și (20) în a doua ecuație (î l), și ținînd seama ca unghiul îl este acum o f uncție dc g și g, căpătăm mai iutii дЗЦд^ - fexp(-2i$)] - 0 (23) Această ecuație trebuie să rămînă valabilă Ia limită, atunci cînd atît axele cit și axele sînt axele principale, adică pentru Э- 0 Notî nd cu , sa abscisele curbilinii pe liniile isțostailcc, și considerind variabila complexă 8 = + is3î deducem din (25) : ftftb + —Й(стй - -P 2i(tî2 ™ Gj (dil/ch) [^EJ =£ Gr 5 10 WATțJHA f-'i 'NCTîlbOR [ UI KQLOSOV ȘI MUSHEUȘVILt 407 fevu încă, făcînd uz dii formalele (A 4 5) pentru variabilele t-, ■:■: ( 1 iscUcati1hL din Ș 4Л* png 125)* Amintim aci relațiile fundamentale (7 8)( (7 12) și (7 19): So = 2(ф' + У), S = 2(Jț* + ф') j (L) 2pU = xț> — J9' — ; (2) «лі •)'ie»» “ — І(®-Ьіф'+ ф)„ (3) Evident, funcțiile 9, nu pol avea puncte singulare decit pe frontiera lui S>, sau in exteriorul acestui domeniu (de exemplu în й);) 40S PRO ВЬЕМ A PLANA Cap, 6 a) Domenii simplu conexe O funcție analitică intr-un domeniu mărginit și simplu conex este cu necesitate uniformă (teorema monocromiei)> Prin urmare, dacă este stmplit cone® și mărginit^ funcțiile (j), avem mai iutii Щ П! TA ( £ лрп(8-5,) „2 ол1) ds, W» = 419 PROBLEMA PLANA Cap 6 pentru j — 0T 1 j 2f ,, m,, (Curbele sînt părcurse în sensul direct , iar n este normala exterioară la In (j — j,) + У у" In (j — jf) + x,(j), (33) j^l Ja'l unde x0(jj) este olomorfă, iar y7 sînt constante complexe Introducînd (11) și (23) în (8 12), șî ținînd seama că ) intervin în expresiile funcțiilor ф (j) și ф (j), iar momentele M'J'1- in expresia funcției x (3)* ISih cleci la (j - Sj) = ba 5 + in (i - gf/j), unde fuucțiit in (1 - sJâ) = — a(/a - 7 îijj)-—~ WjP bJ O 412 PROBLEMA PLANA Gap, 6 евѣе olomorfă în exteriorul cercului ^л, inclusiv în Notînd M 17Î (28) obținem, din (22) formulele ? (g) = - PW (* 4-1)] Ia j + fe»(a), Ф Ш = [кХ/2т:(х + 1)] In S + Ko (j), unde funcțiile oo, dacă și numai dacă an = 6?1 = 0 pentru n 2, altfel că formulele (29), (30), se reduc la ? (i) = — [X/2tc (k -1- l )')ln â + M + S a-» o“"> n -0 (32) Ф (â) = [xx/2 3/2*)3~J (45) descriu starea planului acționat în origine do momentul concentrat ЛГ8 Pentru o sarcină concentrată ce acționează în punctul 3°, formulele de mai sus rămîn valabile daca aducem originea în 30, Revenind la axele ni PROULEMELB LA ІЛМІТА ALE ELASTICITĂȚII PLANE ■iifr inițiale U - S°) + [Х/2я(х + 1))Лі ~A°) respectiv pentru momentul concentrat J/;| aplicat in д°: ?(â) = Ф(а) = - ат1- ( Introducînd (16) și (17) în (2), eăpătăni Ca ți mai sus, remarcăm caracterul paradoxal al soluției (44) (sau 06)) Considerînd că in fiecare punct este aplicata o forță X (IP0 putem vi instrui prin suprapunere, (așadar prin integrarea relațiilor (46)), liujcțiile lui Kolosov și Mushelișvili corespunzătoare acțiunii unor forțe r?e wtium de componente JȚȚrț1, #з) (& = lj -)■ Soluțiile astfel obținute dau valori corecte pentru tensiuni dar nu și pentru deplasări în felul acesta, dispunem efectiv în cazul plan de acea soluție particulară a ecuațiilor Iui Lame neomogene, a cărei cunoaștere permite reducerea problemei la studiul cazului F 0 (Vezi și §§ 1 10, 7 9 și 7Л0 ) §11 PROBLEMELE LA LIMITĂ FUNDAMENTALE ALE ELASTICITĂȚII PLANE Problemele fundamentale ale elasticității plane se reduc la determinarea funcțiilor ®G0 și ф(д) din anumite condiții la Urnită, сате se obțin transcriind valorile pc frontieră ale deplasărilor, respectiv ale tensiunilor, prin intermediul formulelor (7,12) și (7Л0) (compai^A ? -|- 2?, rezultă că și funcțiile g(t) (sau trebuiș să fie continui și uniforme pe Faptul că dispunem de o singură condiție pentru determinarea a două funcții nu împiedică rezolvarea problemei (vezi § A 9, pag* 757)* împrejurarea că intervin ambele variabile | va juca din acest punct de vedere un rol esențial Putem, dispune aici de o singură constantă complexă; dacă originea este situată în 22f, putem deci lua arbitrar dc exemplu sau ф(0) —0 Dacă e simplu conex^avem -2^, și problema se reduce la determinarea a două, funcții olomorfe din condiția (1) Dacă & este mărginit și multiplu conex, funcțiile din (1) au forma (10 22), După calcule simple, obținem xTo(t) - tTI(tj ~ Ф7(І) - 2№(t), (2) unde am notat m 2№(t) =2(xff(t) *[х/2тф+1)] £ X°4Ixi 11 — a,]« -ț =1 m — - -[t/2r(z+l»y X'-UW-jj)] (3) f-L întrucit avem funcția flr0(t) este de asemenea iiuifnrniă și continuă pe fiecare din componentele frontierei Problema se reduce deci din nou la determinarea unor funcții olomoifc ip0J din condiția (2), analogă cu (1) Membrul al doilea din (2) depinde de constantele complexe XIJI, necunoscute, dar nu arbitrare Soluția poate fi căutată în funcție de XJ ca parametri, aceștia fiind determinați ulterior în chiar cursul rezolvării problemei (Vezi pag 145, Observația 3) Aeeasta este deci analoga problemei lui Dîrichlet generalizate (pentru ecuația lui Laplace) din § 5*11, pag 2h>, Cazul domeniului nemărginit se tratează asemănător § 11 PROBLEMELE LA ЫМГТА ALE ELASTICITĂȚI Г PLANE 417 b) Problema lui Nntmami Întrucît acum se dan pe £/■ valorile vectorului tensiune complex,așadar o funcție J(t) =■■ /i(t} + ij2(t) (ван — în aceleași notații — o funcție de abscisa ^funcțiile lui Kolosov și MuBhelișvili trebuie determinate din condiția ce decurge din (7*19) - i[9țt) + t Pupa cuin se vede, notăm — dacă e cazul să distingem — cu indicele superior „JJ> datele de pe componenta ^?J} și Moșim — prin Ir-un abuz ce nu riscă să producă nici un fel dc confuzie — aceeași notație A atît pentru funcția de punctul te Ș& cit și pentru funcția de abscisa s corespunzătoare acestui punct în (8), toate componentele frontierei sînt parcurse în sensul trigonometric Daca dorim să conservam definiția din (6), trebuie ca pe componentele interioare să adoptam sensul Retrograd, Chestiunea determinării constantelor complexe C, — necunoscute, dar nu arbitrare — este similară celei a determinării constantelor XIJi în problema luî Diriclilet Ca și în cazul domeniului simplu conex, una din constantele C; poate fi aleasă arbitrar (de ex CG = 0), astfel că mimai una dintre constantele y, Y mai răimne la dispoziția, noastră în genere, este totuși preferabil să dispunem liber de constantele y, y', C — constantele C; țin fond ne-necesare) puțind fi determinate în curau] rezolvării probleme L Funcția definită în (Ș) e în general multiformă într-adevăr, din (10 16), (6) și (8) obținem {sensul dc integrare fiind cel trigonometrie) JU)d8=iX (0 + Q, (10) unde am notat Ш = fe(t) + f X^ [In (t - jj - x In (t - ij)] + /1=1 nt — - ы + Y X',} |t/(t - î,)] i=l (11) (Indicele de numerotare pentru funcțiile fe(t) și A0(i) a fost aci omis ) Funcțiile din membrul al doilea din (11) sînt continue, iar rezultă a fi uniformă : într-adevăr, după, o parcurgere a conturului în Sens trigonometric (pentru lăsînd domeniul țft în dreapta), termenii în XfJ' capătă creșteri egale cu ГХіЛ/2-(х +1)] = іХ,л= - [Л(0]г (12) Spre deosebire de cazul problemei lui Diriehlet, din datele problemei ве pot calcula acum rezultantele Xts\ Funcția h[t) trebuie sa posede desigur și proprietăți care să asigure echilibrul domeniului așadar decurgînd I 11 PROBLEMELE LA LlMTTA ALE ELASTICITĂȚII FLAJ4E m din condiția ca sistemul forțelor exterioare să fie echivalent eu zero Din (10 17) și (9) rezultă mai întîi condiția m wt)^, - £ = o, (6) unde ф(§), x(ă) &înt funcții analitice de o variabilă complexă ș in planul median al plăcii Ținînd seama de (6) în (3), deducem după calculele elementare, ecuația (2) devine (notînd у/ — ф) : Vom căuta soluția acestei ecuații sub forma W Wo — ф — â - А Л*(1~ *Гф’, W= *■ (J? +£ '+?)* T J N = ~ Л» И Lî ?’ + Ф' + ® А* Л - v)“* ■₽" - V »], ■ ’ ij й $a = 2Л u [V - Л* (I - v}"‘ (* U “ lj *J o și ținînd seama de relațiile evidente 8 * A’tHU + v) /(1 - v)]-’2Z>(l + 4, U ti X f li у Л3ЕД = 2D(l - y), 4 А^/(1-^) = 1Д (17) (18) (19) vom transcrie (17) sub forma definitivă (compară cn (7 8)): No = - 2 P(1 + m) [ф' + ф'], (20) 5Э = — 4D (1+ 4 ( )] N* (28) Forța tăietoare domțlexă este un vector pentru oare deducem din (5 11*14) SJ = [exp ( — Î8)]S3 (29) Vom examina in cele ce urmează o problemă pe care o vom numi din nou „problema lui Dirichlet” (cu date dc tip (3*93)) și o „problemă a lui Neumann” (cu date dc tip (3*95))* Pentru alte condiții la limită, vezi mai departe pp 428—429 426 I'UOBLEMA PLANA С(фг 6 cj Problema lui Dirichlet ¥ Din (24), (25) urmează evident, pe orice oarbă din + 2? : (? +89' + Ф)а'(«) = + Ію, (30} Notînd — ca și in (A 3 12) — cu 3- unghiul formai de axele locale ( т1Т n) (în sensul de ia la n), putem face uz de formula (A 1 21) : ЭЧ*) = i exp (i$), exp (i$) = - ia'(fl) (31) Introducînd (31) in (30), obținem imediat condiția La limită ?(t) + t?'(*) 4" +(0 = — i(*u + iwj t'(#h (32) unde membrul al doilea este cunoscut, d) Problema lui Neumann A doua condiție (3 95) conține derivata Bite de preferat să integram această condiție în raport cu#; din (3 95) șl(3 9 i) urmează al unei î S„sd# + = î da + C pe (33) Jo (0 — o constanta reala necunoscută) Aci este evident necesar isâ trecem mai întîi în fiecare punct de pe J? la axele locale (h, sk ceea ce se A realizează printr-o rotație de un unghi 9 cunoscut (vezi (31)) Aceasta conduce la a înlocui mărimile din (15) prin NA = + Ar„, N1 = y„ - 4- 2І JTttl $J = Ă\3 + i^ (34) Formulele (6Л2) dau imediat = i-Ni - 1(№ -j- M), = 4NJ + (N‘ + **)» 2 4 2 4 1 t35) A\= i(Ni -N1) Tot astfel, din a treia relație (34) avem în axele (îi, s) ^a = RoSA? ^ = ImSJ (36) Introdueînd în prima relație (36) egalitatea (29) și făcînd uz de reprezentarea (23) și dc (31), căpătăm pe rînd ^„3 — Не [охр {— ift) S3)l = — 4B Re [exp (— i 9) (1 4- v) ' + Ф-), N‘ - exp (2i&) N = 21) (1 — v) exp (2ÎS) (j?’ + ф') (39) Din { %) ți (38) obținem acum У = - D(1 + v) (9* + Ф') -|^(1 - v) [exp (2î») Q?" + Ф') + 3 + exp(- Si»)(âf* +ф')], (40) C (I - v) exp {- 2i â) + Ф')- (41) Ținînd încă seuma de (31), să înmulțim ace&Stă egalitate cu exp (ÎO) da - i dj țji să integrăm In raport cu arcul я Obținem atunci Sb у л j8^a ds exp (ia) dff o } = iD (3 + v) 9'dj - (1 — ч) \ 9' dj - iD(l — v) \ (j ф* + 4>’) dj, (42) 42S PROBLEMA Г кА NA Cap C unde pe orice drum de integrare avem evident «p'dj + (4/ + Ф') dj »= l d(jți' + ф) = j ) + ZJ(L — v) l Jft + i ( Alia(,v) d# di + i(Ct + ț) r (16) unde dt — 2 (3) Pe de altă parte avem Yl n,= c/t>„ (4) și (3) devine 1 {г) sin Yi/кіп V» = Vtfțt = WaMe (5) А 1 1 Descompunerea razei incidente în două raze refractate e deci datorată tocmai existenței a două viteze dist incte de propagare 1 1 Flg 6 13,3 Direcțiile pentru care aceste viteze slnt egale poartă numele do axe optice O razii ce cade perpendicular pe o față paralelă cu o axă optică va fi descompusă în două raze; după traversarea cristalului, ele vor ajunge în același punct, dar cu viteze diferite; fenomenul de birefringență va face deci posibilă interferența celor două raze Să considerăm o undă monocroma tică și polarizată^ așadar caracterizată de nn vector (1) de direcție p fixă* La intrarea intr-un corp birefrin-gent O, acest vector se va descompune după cele două direcții perpendiculare de polarizare din punctul considerat: = a sin cos , St = a sin wi sin , (9) de unde prin suprapunere ( 1 \ 1 \ = a sin 2o sm — a cos wt — — a • (10) I Q Q I \ J Amplitudinea A — a sin 2q>sin (a/2) a vibrației luminoase la ieșirea din analizor se anulează deci numai în două cazuri: 1° pentru - АГ Д3; este suficient sâ luAni / (1;2)aretg (Зо-^/Соц - аяЦ pentru a eâpftta ecuuțiii и ir aspect destul de greoi) сйиЦйЛ Pe de altă parte, introducînd a doua lege a lui N cumane (11) în expres hi (7)T conchidem că pe model vom avea extincție și in punctele in care Oi — аа — Л (Ă/d C), fe = 0, 1, 2, (13} Dacă modelul este examinat în lumină albă, extincția va apare numai pentru o anumită lungime de undă și deci punctele respective vor apare colo I3| PROBLEMA PLANA U p G rate in culoarea complementarii celei in extincție, Curbele pe care se situează aceste puncte sînt denumite mcrmote, Evident, acestea sînt locul geometric al punctelor cu aceeași tensiune tangențiala maximală» Relația (13) se poate deci scrie și sub forma Tu™ = h To (14) Constanta To (funcție de material, de grosimea modelului, șl de a) во numește oatoarea benzii Valoarea Тмж este proporțională eu și cu numărul h de benzi (izocr ornate), pornind de la izocromata zero Valoarea Tq se determină prin etalonare Pentru a se observa în mod independent izoclinele (care nu depind de intensitatea sarcinii b ее folosesc modele de plexiglas, material pentru care constanta este mare Este suficient atunci să se încarce modelul cu o sarcină proporțională celei care ne interesează, și destul de mică pentru ca să avem peste rot CTj— оо, vom căpăta soluția problemei lui Neuman u pentru planul cu un orificiu circular a) Metoda seriilor Metoda seriilor poate fi aplicată cu ușurință, întrucît funcțiile i/(s) - K, 1 iff - £ Aj o4 — A’,1 (X'”/2rt) i d ст n*— pe У i ț j — 0, 1, de unde П - Gț, j =0,R (11) pe , Funcția А (ст/ trebuie să posede proprietăți ce rezultă din condiția de echilibru a lui ca solid rigid- Condiția ca rezultanta forțelor exterioare să fie nulă este exprimată de (1) Momentul rezultant al acestor forțe în raport eu originea se scrie (vezi 11 14)) — - Im (> t (*) J 0) (12) Introducând aci (11), ținînd scama că și sînt parcurse în sens direct și oă curbele de integrare sînt înlocuite, în virtutea relațiilor (2), eu cercul unitate y, obț inem cu ajutorul t eoremei rezidii i ilor (sau din (A 9 23)) — (XtlJ /2тг) U^( - i ст"* da) = Im o a’1 dc 2tî (13) § u COROANA CIRCtTLAHA; МГЕГОРА SER[]WH 439 astfel incit condiția de anularea momentului rezultant ia în definitiv forma Im (Йс ăț - - 0 (14) Bă stabilim acum aapectul funcțiilor ?Ц), Relațiile (10*22) arată că ele conțin cîte un singur termen lugantmte fiecare, m care vom alege — (L înnucit funcțiile (») = n h> j + £ « S% ф(і) = - xvj In A 4- £ M" (1S) я -Г — 4J „ — — W unde constanta yt este cunoscută și are valoarea (vezi (I0 21)) Yi = -[X^72Tt(x -P l)Ț (16) Funcțiile фо(,О» %(i) sint soluțiile problemei (11 10), (11 11): + t “хіп о ѵлѵо pa^r ti?) Membrul al doilea din (17) trebuie >j fie uniform; ш fapt, termenul său logaritmii se serie [X^/2k(k + D'l [d - x) In 11) + {1 și partea sa multiformă este egală și de semn opus termenului in iy din (8) Introduc ind acum (8) în (17)f căpătăm, pentru al doilea membru din (17): pe j =0,1 (13} Constantele C01 C, răniin deocamdată iiedeterminatc Aceasta permite (vezi § 11, pag 417) Bă luăm în (15) : (x9 — 60 = Im — 0 (10) Pentru a introduce expresiile (15) în condițiile la limită, vom ține seama și de (l)T (2); de undo avem pentru primul membra din (17): £ а Я? c’4- Л, e £ ne 7 pe 2>„ j=0,l (20) 3, n Introducînd această valoare în oricare din ecuațiile (26), determinăm coeficienlul & j Mai departe, relația (21) și cea analoga ei de pe dau j&fetonnil care s lu j ește la d el cr m i n&tea e o ef i ci e n ților a2 și a }^ 4- І й ЛѴ = (x + 1)1, (29) «3^1 + i*-a + [X'11/2- (x + 1)]* COROANA CIRCULARA METODA SERIILOR 441 Ecuația (22) și ecuația analogă de pe permit acum sa găsim con-staulele f'o, C1? care du intervin de altfel in calcule, Scriind în fine relațiile (25) și analogele lor, obținem sistemul ая Я8 - (a - 2) d l+4 fîa* 1 • + І- h «S" = A", я; - (я -2)а и^ ВГ*+* + b-, Rr* = Al, ' valabil pentru n = —1, —2, ±3, -,- înmulțind prima din aceste ecuații eu JÎJj pe cea de a doua cu Bcăzîndu-le termen cu termen, și notînd Îrt «= Я8Л2^В*ЛІ, (31) obținem mai întîi а, (/«" - BJ-) - (n - 2) d ftH s(/Й - = 1Л înlocuind act n prin — ?t +2 și treci nd la cantitățile complex conjugat +1(K) - »(я-2)(К - !)■ + &*- К "'-Г 4- L (34) Derivind în raport cu 7f, și ținînd seama că sistemul (32) este scris penii u toate valorile n 0,1,2, din cele de mai gps urinează A'U) 4 ff(i)=OH(»t pentru К >1 Obținem atunci pe rînd Kf (X) i, Л„ l\\ și n >> 3, în consecință, sistemul (32) are soluție unică pentru ?i >-3 Același rezultat rămîne valabil și pentru n -3 prin —ît +2, ceea ce conduce Ia șirul dc indici negativi —1, - 2, — 3f t nt - Din sistemul (32) deducem acum pentru » ;> 3 л» = [(Д^+* - t + (n - 2) (BȘ - fîj) кя+2]: Att (37) 442 РКОЙЬЯМА PLANA Gap ti Coeficienții funcției 3) este scris în (37), iar ая (pentru n ft — din (29) Pentru a obține Z> wpentru n >- 3, putem face uz de una (oricare) din ecuațiile (30), în care introducem valorile an șî a „+a deja găsite în fine, pentru a căpăta coeficienții bh pentru n > 1, folosim una din ecuațiile (30), în care am înlocuit pe n prin — -«4-2 Cu aceasta, funcțiile lui Kolosov și Mnshelișvili au fost determinate sub forma (15) Toate aceste operații reprezintă analogul celei care pune in corespondență datelor la limită /(cr) din (A 9 33), funcția dc o variabilă complexă /(Q din (A,9,32), și constituie tocmai realizarea operației de rezolvare a ecuațiilor (A 9 5) în cazul particular în care -F(§, g) s „ = «S - "1 «î - «î (*£ K"e - fti)> (»8> $ 14 COROANA CIRCULARA MFTODA БЕНШХЗГі 443 astfel că (37) devitiv — - «Г*4* {К-1*4-2 - 1) + (л -3) fir,+,(WLB4a K-"'-*1 - ăî,,4 ,) ff(K-t) flj [n(n - 2) (fi - 1)’ + (К" - 1) (К в4"г - 1)1 ' de unde, ținînd seama de (34) deducem : ° «О R»V (tf K"'* - g) (Я-*+* - 1) -j- (л - 2) (Д° ,+г K~’1'211 - Л1-,^) (К-l) fi] f«(fo (39) precum >i relația analogii ce se obține dacii înmulțim pe лй cu RJ In loc de fljb și tnloetfim pe л cic — л H- 2 t ,, (A bS K-"'s I 1 - (K* - I) - лЙ K"'â - ЛІ) (K - 1) f/ , -l'1! ■ ■ * ■ + țtUl f,W Aceste rapoarte depind evident ck comportarea coeficienți Iot 1 curier ftț’, S:î presupunem lipim că derivata a tioua a Funcției periodice 1Л ) tirmeazȘ aeiHn fljl 1) ți (n'orulnd consuni с к C,F cu o constantă C>ir ronvcuabilst : 1 I (®) Numitorii! /J, (K) este dc grad n in K; introducînd o noua constantă Cf obținem deci pentru n suficient de marc : I» flgt CCIar»^, (43) de unde rezultă evident convergența seriei de termen general |пи Din (40) obținem in niod analog Ю М1 лі’ "’41 C CMi - 2Ffl^, (44) astfel ей seria de termen general io rt4a Н^в+®( eMe de asemenea convergentă Prin urmare, seria ?a(j> = art i" Citt‘ absolut ți uniform convergentă nu « — OQ numai In orice câmpuri conținui In , ci și pe у , 444 PROBLEMA fEANA Cap e Mai departe, din a doua ecuație — rt-N+3 a' (47) de unde în aceiași Ici conchidem cii (4K) Prin urmare, seria Фа«)“ £ M" » — — SD este dc asemenea uniform fi absolut con- vcrgciil a ІІІ 25 t și Chiar pe Convergența acestei serii este maiieulă decît cea я serici tp0(^) (Pentru aceasta din urmă, ar fi fost suficient sa formulăm condițiile de la pag 443 relativ la funcția f(y) însăți ) Din convergența seriei rp0 (jj) în rezultă că st poate că păta prin derivare lenutu cu termen, far domeniul de convergența al serici astfel obținute este tot й? Mai ішіИ încă, din (43), (14) rezultă și |пй, «Și i(ă - 2)e „+, «i”,+a1 1nt destul dc sevurc Elfe conduc — dtipă un lanț lung de evaluări — la concluzii di litre caie unele ranibi jncă mai tari dccil cele necesari1 Dar acestea sini mimai cniitliții sijficr>n/e de exUtențS, ți metoda Tăminu istilizatulă chiat1 și tn uțfele împrejin-ăti In cart* ele nu sînt îndeplini te (vezi g l(i, Z)) § 14 COROANA CIRCULARA METODA SERIILOR 415 Observația 2 Soluția problemei lui Dirichlet se obține cu totul similar (Aresta este avantajul ut ilizării condiției (11 7),) întrucit Insă funcția g(s) este analogul funcției ft(s) — și nu al funcției /'(s) — convergența seriilor obținute va fi asigurată daca datele la Uruită verifică condiții mai severe : £"(x) e V sau Observația 3 în cazul problemei lui Dirichlet, Yt e necunoscută, dar o ecuație analogă cu (22) — din care Co lipsește acum — permite să se determine Xft) (Vezi pag 416 ) e) Exemplu Problema lui Lame Fie dat un tub cilindric circular lung, supus la presiune uniformă interioară și exterioară Problema conduce Iu considerarea unei coroane circulare, supuse hi sarcini normale, constante pe frontieră Avem evident / o (Valori p0, P1 7 ) pe Comparind cu expresiile (8), deducem X‘®> = X'*> = О, Л® = «0 p0, л; = - К, P1, (52) ceilalți coeficienți fiind nuli Condiția (14) este verificată Obținem pe rînd t din (16) : Yi = 0 ; (53) din (28) : Ol = (IZf P1 - p0)^(4 - flf) ; (54) din (26): & i = [Я’ - Іфі (p0 - P1); (55) din (29) : ca = ft , = 0+ (56) Sistemul (30) este aci omogen, și ceilalți coeficienți оЛ, fi, sînt deci nuli în fine, tlin (22) urmează Co — 0, și analog și C2 — 0 Funcțiile căutate sini deci 1 ФЙ) = — 2 Pi Pu 3? Ф(3)^ (Po - Pl> (57) Făcînd uz de (7 28) conchidem că zonele periclitate smt cele in care avem | S J = 2 ц ș" + =2 [Zîg Я^(Я| - | Ptl - f}! (58) 446 PROBLEMA PLaHA Gap 6 (sftti > 1Д6 (?f; vezi fitwle § 6) Pentru /?&| Ди ți»- este cu аШ mai marc cu cit diferența de presiune p0 -*■ este mal mare* și cu cil Zi este mat mic, Prin urțnare, deformat La plastică Începe pe cercul interior, în cazul parî icnim* ftL -* 0 (disc circular cu o fisura punctuală centrala) avem aci lini 1 5 = 2 | pD — Pt I pentru Ki 0, (59) O repartiție de sarcini diferită de cea din (50) ar conduce la calcule mat ly buri oase, dar principial cu nimic deosebite de cele de aci § 15, PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DISCUL CIRCULAR Șl PENTRU PLANUL CU UN ORIFICIU CIRCULAR a) Disc circular Soluția se obține din cea din §14, dacă luăm — 0 și ținem sesttiiâi ca funcțiile ф($), фЦ) trebuie să fie olomorfe îu domeniul la care se reduce Această din rțrmă condiție obligă să avem yt =s O, a h == Ь = O pentru n — 1? 2, 3, , (1) Vom renunța la indicele „o'1 relativ la mărimile definite pe cercul exterior, păstrînd numai notația pentru raza acestuia Condiția de echilibru $e scrie acum (vezi ( 14 4), (14-14)) : X - Im = 0 (2) Ecuațiile (14 22) — (14 25) devin (înlocuind —n prin n pentru ■П >0 în (14 25)) : Ținînd seama și de (14 19), deducem de act = 0 ; bn = [A „ -(u + 8) \+a] ЙГ» h > 1 (4) Din prima relație (3) obținem și constanta (inutilă de altfel) Co = 2 — Au 5 15 DOMENII CU FRONTIERA CIRCULARA ■447 Lntroducind acum (l) ți (1) in (14*15), obținem , (fi) *0 * o (unde -?0 este frontiera discului circular & de rază Яо)? pentru date la limită jFjto, x ) = j -1,2, (î) A, fiind funcții raționale și fără singularități pe in timp ce H} sirii olo-morfe în și continue în ® H- 2Z(r Soluția se caută Sub forma reprezentării lui Almansi A = A( + (A* - A-)AÎS AAt = ДАа = (L (8) iar funcțiile An Aa rezultă efectiv determinate prin intermediul funcțiilor H și al părților principale in £/ ale mior anumite funcții care nu depind deeft de !{ , și П, Penttm 111 “ 1, se obține cazul particular important al datelor la limita raționale, Dacă 1*\ sînt polinoame, rezultă ca А (тп %) este de ademenea un polrnom, (Vezi încă și §5 17 ) TinSnd seama de indicațiile din §§4 și 7, acest rezultat poate fi direct adaptat la cerințele teoriei elasticității, privind nu determinarea funcției Ini Аіт’Ут ci pe cea a funcțiilor lui Kolosov și Mushelișvili, c) Disc circuîdr cu o /fsujxî pimcfuaM centrală, Concentrarea tensiunilor Cazul discului diferă esențial de cel al coroanei circtdai'c eu “► 0, din cauza concentrării tensiunilor - fenomen deja intîlnit în studiul problemei antiplune Pentru a*l pune in evidență, să comparăm t ensiunile in origine pentru disc (care se obțin utilizînd (5)), cu tensiunile pe cercul 4 18 PROBLEMA FLAMA (’ap li de rază A'j in cazul coroanei circulare, pentru O- Vom presupune ca cercul interior J/^este liber - așa cum se petrec în general lucrurile pe frontiera unei fisuri Pentru diac, din (7 8) și (5) găsim în origine So(OT 0) = 4 Be ț/(0) = 4 -= — ОС Or, din formulele din § 11 obținem mai întîi «„ = o, ftl = Âftî - R[), a, = M ~ A’J), 3 (13) b6 - 0, b j = - AJ Ra - SJ), » ț= - hȘ Kf/( Zi*,| - Я}) Pentru n > 3 găsim « = {[(7?,,^)^- ‘ - 1 ] А’; л; 4- (« 2) (Rl - тг=) 7?;-‘ R„ • 4 /Г ,: D„ «-n+, = U(«6* “ 7iî*) «о ,+I b"- ,£ ~ »(Лб - ЛІ) -BS ĂS] Kt(14) D„ = n(n ~ 2) - к4)’ + (/?t- Rt) KRJ^Y-’-* - ÎL Ș 15 DOMENII CU !■' RONȚ CER Л С) ИСКЕ AR A 4 Ш și respectiv fr, s = - s +e Д,"**4 - * - = - « fi" + (» - 2) a +I K} (15) Treeînd la limită pentru ft( -> 0, obținem «o = 0; «i = —*î 1 »« = *! 2» « =0, » > 1; 2 (16) E = 0t n > 0 ; i = [K\ — (» -ț-2) »$+«] «□”, n > 1 Aceste valori coincid cu valorile (4) obținut© pentru disc Dar este evident că, pentru a calcula tensiunile, trebuie să folosim tiu înseși funcțiile-limită 9^), фU) pentru fi\ —> 0, ci derivatele lor, așadar să ținem seama de limitele pentru R} -> 0 ale produselor și &1h fi""1, ce apar în (12), Kubînțelegînd peste tot limita luată pentru găsim lim aL = — А? fio"1 î ІЙП dn fi*-1 = 0 pentru 2 (lî) lim a h+i fiiFl 1 = [— №1*+^ 4- л #Й] fi?”3 fia"u pentru n>3, de unde, separat , lim a4 fii “ — [— Л% + 3 KJJ fi0 \ lim a e+1 fifftT1 = 0 pentru w > 3 (18) Mai departe, din (13) obținem lim b x fif* = ~ fio Jf lim a #T* = O? (19) iar din (15) — unde n >> 3 — căpătăm mai iutii — g + (s — 0) a +î 7e;-s = — S-w+t fir,+1 fiî'S ceea ce, ținînd seama de (17) și (18), dă iu definitiv Km Z> a fix * = [ - Й0 , + 3 KJ] fio1, lim bL = , - 3 AJ] fi„ lt (30) termenii corespunzători celorlalte valori ale indicelui я avînd limita zero* După cum se vede, deși coeficienții a„lt h t, b a din (16) au limita zero, componentele tensiunii conțin termeni (polari) care corespund acestor coeficienți Obținem acum din (12) lim So= 4 lim Be(Oț — fif2 a ■), lim $1^ = 2 lim (2a x fif® rj^+5t — a *-И,аЛг* 0 Ținînd seama de (14 59), deducem că trebuie să avem 2p0 0) intervin valorile lim și lim Toate aceste limite sînt nule pentru termenii polari, astfel că deplasările nu se modifică în urma apariției unei fisuri punctuale centrale* Caracterul local al fenomenului este evident: termenii suplimentari din (21) sînt termeni polari, eu atît mai importanți, cu cit |g| este mai mic* (Vezi și § 5 15, pag, 247—248 și 259; §5 20, pag 312 și 326 ) Acest exemplu arată importanța proprietății de olomorfie: simplul fapt că coeficienții termenilor polari pot fi facuți oricît de mici vrem, încă rui garantează împotriva apariției dc tensiuni locale considerabile în vecinătatea unor fisuri, fie ele chiar microscopice 5 15 DOMENfl CU FRONTIERA CIRCULARA 451 d) Plan cu un orificiu circular Raționînd ca și pentru cazul diacului, vom lua acum & = , iar funcțiile lui Коіовоѵ și Mushelișvili vor avea forma din (10,32) Renun-țînd la indicele ”Г’ relativ la mărimile de pe vom păstra numai notația Prin urmare, avem mai iutii = * = 0,2,3,- , (26) iar ecuațiile (14 22) (14Д5), ținînd eeama și de (10 3(5), de vin Ao - [(к - l)/(x 4- 1 )] (Хй'/2те)1п MV 0, 2a, R| -ț- l> i = Jî,, (27) b-2 = 1Л2 + X(,72k(x + 1)]Rf, - (и 2) a „+: Д-+* + î liî" = h„, n>3, și încă, înlocuind în (11 25) pe n prin — n (pentru n> l): flf1 + = A lt (28) а„п2?Гв = w >2 Întrucît £* nu este mărginit, torsorul forțelor superficiale nu este cu necesitate nul (vezi (14 4), (14 14}) în schimb, coeficienții л,, se pot determina numai cunoscînd valorile la infinit ale tensiunii (vezi (10 33), (10,35)) Prima relație (27) este evident superfluă Mai departe, obținem pe rind (constantele a(, și frf fiind date în (10 35)) =0- 2; (29) a i = (b; — ii?)#-; a n=LnKțT n>2; Și încă b9 0; = &; + І l>\‘ ; t « 0, n > 2 i = /1, R, - 2n; R®; = [Л, + X(,72t: (x + 1)] Rj ; (30) 6 , = [Л, + - W - RJ R’; ™ + (n “ 2) 4 452 РПОВЬЕМА PLANĂ Cap, 6 Introducînd aceste valori în (10 32), avem deci ф (a) = “ [x'1’f2,r(z +1)] in 5 + a; 4 - (b[ - ijbp (ад + £ л „ li - 1 Г- ф(г)-[х^/27:(х + 1)]1щ + ИЧ-i &Г) J - 2a{ (ад-I- (31) + [Х“»/2Я(х + 1)1 (R^)* - Щ -ib") Й! (^/J)’ + Мад + + f гад ад 2) надсад" H= 1 §16, PROBLEMA LUI NEUMANN METODA SERIILOR EXEMPLE Vom examina aci unele cazuri simple de solicitare a unor domenii mărginite de o singură frontieră circulară, cazuri ușor de studiat prin metoda seriilor a) Disc supus la presiune uniformă pe frontieră Acesta este un caa: particular al problemei Ini Гапіё în notațiile din § 14 avfin f(y) - — pe xp (iyjpe J2V de unde Лх = — î{Qp, ceilalți coeficienți fiind nuii Din (15 4) игщеиай — ca și in (11 21) — 1 -Й 2 (1) astfel câ formulele (7 8), (7 12) dau imediat *П - Jț !Jt + f#s = — [(x “ p a i ж2) P) Pentru p (3> pentru 2t - z<> i 144, dar пкі niăcar nu i-ste n? prezentabilă Fig 6 19 1 prlntr-o funcție ci numai ргіпігчз dislnhiițic Rațformnențtil ce urmează poate li transcris loturi liră кіпірІіГігйгі escntitde - cu ajutorul funcției 8 al funcției Iul EI -avi si ck\ Acestea slut larg utilizate Iu problema — mai campUciHă и coroanei circulari snpdsi' srliutili unor sarcini concentrate (vezi M Narodcțkl (1 |; I Ustlnov [11; D VaJnbcrg [1 ț)- întrueSt rezultanta X „)-2я “1 n - exp(- i(n +2)x(l)l > 454 PROBLEMA PLANA Cap 6 unde evident avem «", putem scrie pe rind (1 - *)-i = £ n-o 1 Л exp (ixo) rt 1 = - In ІХ aesppxa) = -laiSL-Ș n L L - &Q £ [exp i(n +2)xjUy=exp(2iz,) £ = я-J \-KqJ n-Ц /î0 J exp (2 i X») ăa 5o — 5 (T) (8) (9) 0 astfel că (6) devine ?(j) = ț Г 1 ho i fo — in i 2it I jjo—Л 2 !l0 Л’() TC (10) Ш- Șoj“Ș P Sin 2 Xo 7Г Componentele tensiunii și deplasării se calculează ușor - după care se poate constata că soluția satisface efectiv condițiile la limită considerate Cazul mai multor forte concentrate va fi expus în § 22, exemplul b c) Plan cu un orificiu circular solicitat rfe o presiune uniformă Acesta este de asemenea un caz particular al problemei lui Еатг Din (Ш0) avem / — p exp (i/), și deci din (11 8) urmează (abstracție facîtid de o constantă) r3 rx Л(х)= —i\ /(s)d»=-ipflA ехрОхИх = — рКхехр(іх) (11) - О Л Comparînd (11} cu (14 8), deducem X*"=0, h1=^pRl, fc = 0 pentru n^l (12) Presupunind tensiunile nule La infinit, obținem acum din (i 5 29) -(1S 31): = 0, Ф(і) = —p Ви-1- (13) După cum se vede, soluția este de natură cu totul diferită dc cea din(l)* Ș ib METODA SERULXJR, EXEMPLE 155 d) Forța concentrată aplicată in origine SA considerăm problema planului cu un orificiu circular de frontiera |д - J?n solicitat de o sarcina /(₽) ~ f = const (A nu se confunda eu presiunea normală constantă!) Din (11 8) avem deci Mz) = -iț’/(U= -iMiZ, (14) -0 iar 0, căpătăm deci de aci soluția problemei planului elastic solicitat de o forță concentrată X'11 aplicată in origine Strimta (17) pentru 2îț -> 0 coincide cu (10 44), In afară de vecinătatea Imediată a fren -Lterd 131 ltir unde al doilea termen din ф(^) dat de (17) nu este neglijabil întrucît aresta cGi'rspumJr Insfi unei Sarcini aut o-echilibrat^ tumeuzâ câ ambele soluții corespund nrțjunij aceleiași forțe cnnecntrale Cele douft Boluții slnt distincte, ți lotuși In c^iilîi măsuri IndrcptAUle : niiilndfjuă ișj pierd sensul pentru | j |-> ț» șj coincid pentru neglijabil e) Moment concentrai aplicat în origine să considerăm frontiera circulară Щ = solicitată de o sarcină tangențială de intensitate constantă, așadar avînd forma / — іед (e — constantă reala) Din (11 8) avem deci — abstracție făcînd de o constantă neglijabilă — Л(х) = - > î /^1 dx = сМІ «p țixWx = — îc^S exp (iy), (19) Л A> 456 PROBLEMA PLANA Cap, 6 astfel că, pompartnd cu (14 8), deducem XR = 0, ^ = -— ііЖп К = 0 pentru n^l (20) Presupuuînd că tensiunile la infinit sînt nule, din (15 31) căpătăm: ®(g) = 0, Ш) = X U) = Й S- (21) Ținînd seama de (8,12), obținem pe orice curbă închisă care conține în interior cercul ;^| ~ independent de raza acestuia: R = 0, (22) astfel că (21) corespunde urnii sistem de tensiuni ce echilibrează un cuplu de moment 2k Ш=«Й8Ч (29) Formuklr (27} și (29) trebuie &ă dснегic aceeași stare (a In net are pur-â la nifinik) în axe rotite unele fată dc celelalte dc 45° (vezi § 3,4, pafib 91) Aceasta se verifică cu ajutorul formule (or (9 10) șl (9 24), ea re deyln J = fexp -■- [exp inHJJ (jLj, ™ [иф ( — fW4)î (30) Din (27) oLU-tcnj msi întîi = ir «r/i1 *: ir - [BX£ ( - irt/4)}3 (31) І я* 1 ф, (j1) " 1 Г ! [exp ( - ІП/4)1 a 4-1 - ț [exp ( - 31 k,i4)1 s3J dc unde noiuția, care Coincide cu (29) pentru P-■ ~ 7’i |exp(-U/4)] фт (g1} = T (ă - ^3“a)- (32) Formulele (24)—(32) rezolvă problema concentrării de tensiuni în vecinătatea unui orificiu circular liber, într-un corp de dimensiuni suficient de mari față de cele ale orificîului 45Й PROBLEMA PLANA Cap G Lhnilîndu-ne piuitru exemplificare Ia ea±Ul planului cu un orificiu circular liber, supus la infinit Ia o întindere cfJ = Г\> 0, să determinam mărimea [S|, aEc cărei valori maxime caracterizează punctele cele mai solicitate Vom atribui In general un indice (i) (stare гпі/шШ) soluției corespunzi!Loare corpului fără orificiu, supus aceleiași sare iui, și lui indice (p) termenilor perturbatori datorați prezenței ori-ficiuhii; soluția problemei cercetatct așadar suma termenilor (І) ți (p), se va scrie fără vre-uit indice suplimentar în cazul planului fără orificiu, din (10 32) urmează (Întrucît funcțiile lui Kolosov și Mus-helișvili sînt acum olomorfe inclusiv In origine) că avem — 44*^5) = M' unde, ținînd scama dc 4 2 iar criteriu] dc plasticitate (7 2R) conduce la valoarea constantă | S'«4 = J*,- (34) Pe de altă parte, introducînd (25) în (728)F obținem | Si =- P; il - (ЛГ'ЛІ- (35) Se poate demonstra că punctele cele mai solicitate slut situate pc ^Z7 De altfel, din formula (35) se verie că pe măsură ce |J crește, | S îl tinde către valoarea sa din planul solicitai la infinit, fdrfl orificiu Termenul perturbator scade proporțional cu pMraluJ raportului Toate aceste» subliniază caracterul focal al fenomenului, tare fe din nou un fenomen de concentrare1 a tensiunilor Să determinăm maximul funcției (33) în puncte $ = expfi/) Obținem mai lutti JSf^ = pi l1 —' '(g) ” (WW (1) Șă asociem acum punctului & punctul Z = R'ifâ = (iîJ/JȘ) exp (iy), simetric lui față de cercul (compară cti § A ll, pag 781, unde E^= 1), în mod evident, dacă atunci și reciproc; iar dacă atunci avem și Z->L Să considerăm acum funcția ce se obține din membrul al doilea al relației (4), dacă înlocuim pe $ prin Z (lăsînd însă pe £ intact), și dacă egalăm această expresie cu zero După această operație strict formală, căpătăm mai întîi d>(Z) + Ф(Й - - (3/Z)Y(ă) = 0, (5) ceea ce se va scrie sub forma Ф(2) = - Ф(э) + 3 Ф'(В + pentru sau (6) Această relație definește funcția Ф (inițial dată numai în în în iot planul cu o tăietură în lungul cercului Sa amintim acum că diu (10 22) și (10 32) urmează că funcțiile Ф(з)? sînt olomorfe în domeniul (mărginit sau nu) ocupat de corpul elastic, execptînd cel mult poli de ordin zero la infinit Prin urmare, dacă ucest domeniu este cercul , relația (G) arată că Ф(2) este olumorfă pentru Z e й?й", cu excepția punctului de la infinit, unde ea are eventual un pol dc ordin zero (provenit din termenul — Ф(^) Віш> potrivă:, dacă corpul ocupa domeniul atunci funcțiile (3) și T(g) au forma unor dezvoltări în serii după puterile negative al© lui § (așadar, după puterile pozitive ale lui Z)T și funcția L și deci RE + d\(t) - d\(t) (8) (daca, de ex , domeniul ocupat dc corp este b Prin urmare, funcția Ф(^) trebuie determinata din condiția ca ea să fie olomorfă pe porțiuni în tot planul (cxceptînd eventual origina și f Î7 COROANA CIRCULARA METODA LUI MILNE-THOMSON ф(л) punctul de la infinit), iar la traversarea lui valoarea saltului să fie egală in fiecare punct cu tensiunea complexă (Se vede că porțiunile libere ale frontierei sînt porțiuni prin care funcția se prelungește prin continuitate din în ț compară cu § A ll, pag 782 ) Or, din prima formată (Ал L9) rezultă că funcția Ф, niomorfă pe porțiuni în tot planul, nulă h infinit, șl care verifică relația (8), este chiar integrala de tip Caucby (АЛЫ): Ц M + 'B* dt w 2ni j t — a Prin urmare, soluția problemei considerate și care posedă singularitățile menționate, este funcția *“ " + Л + ^ « ■ + 4-, » (10> unde Ao = Ao (vezi (10 36)); ducă corpul elastic ocupă domeniul 3^, atunci avem și A t = A 2 - 0 Menționăm că sensul de integrare cate întotdeauna cel direct; în cazul domeniului trebuie schimbat sensul normalei După со funcția Ф(з) a fost găsită, din relația (6) obținem W = (W) WBJ/j) + ф(і) - і*Ш di) Desigur, funcția Ф(д) are expresii analitice diferite în șî , fapt care trebuie ținut în seamă cînd se utilizează formula (11), De asemenea, se vede ușor că dacă înlocuim Z prin $r va trebui să înlocuim și | Jîa/Z prin și atunci formula (6) va deveni Ф(й) = - Ф(ВД + + (W)T(^) (12) b) РгоЫета coroanei circulare Să facem uz acum de formulele (LI) și (12) atît relativ la cercul frontieră exterior cît și Iacei interior al coroanei considerate Slin (12) obținem ф(і) = - фцад 4- (ВДФ'(ВД + (ЖІ/і»)Т(Лг/8), pentru Лі/іе®, (13) Фео = - Ф(ад + садад/») + (яг/тда), pentru unde am scos în evidența faptul că argumentul funcțiilor din membrul al doilea trebuie să fie situat în domeniul în care aceste funcții sînt olo- K>2 PROHLEMA PX-ANA Cap 6 morfe De aci rczuHă tă priina relație (13) este valabila, pentru (jRS/JÎJ > > R > A01 iar ce a dea doua este valabilă pentru > B> (RȘ/Rq) în ce privește relația (11), ea capătă formele TG) = (Jîo/i*) WÂdA) + Ф(і) — $Ф'(а)1 pentru je#, (14) Тй) = (ВД) [Ф(ад + Ф(6) - іФ'ЙЙ pent ru Ае^, «imtrttan valabile în coroana &J De aci rezultă identitatea lui Mibte-Thomtion £Ф(і) - SO'(j) I = ^Ф(Я?М) - К5Ф(ад pentm І6Я (15) Fie acum date valorile la limită ale tensiunii complexe RR 4- i£x pe și Condiția Ia limită a problemei se va serie (vezi (8)): Фа(і)-Ф а) = я2 + ІЛХ Ф®(і) -фв (t) = RÎ pentru j e , (21) Ф^Й) “ - Po + A(J) pentru J e Sf t (22) 4 U) -Ar -b Pi +• Pentru i e (23) frtroductnd areste expresii In Identitatea (15), căpătăm A 2 2 astfel cil din (22) urmează Ф(і) = — («,Pt - «5₽b),'(«5 - «î) * e3L (25) 2 P Mit ni a gâsi pe 'Г($>, putem face uz de oricare din relațiile (П), de pilda de prima Pentru aeeuisti, din (21) deducem mai Iiiiti Jg®»- (гб> Imroducind acum (22) și (24}- (2fi) In (14), căpătăm *F(3) - - — [^*Î(A> - - «?)]»’’, i e ЗГ- 7 8) și (9-21) —(9,24) Da£ă funcția (2) poate Й scrisă explicit, din (6) obținem efectiv componentele tensiunii ți deplasării In plănui £, în caz contrar, relațiile (6) ți (1) dau soluția problemei auto formă parametrici Cu aceasta, problema este redosa la cea a determinării funcțiilor cp (О ФЮ din condițiile 01,1} sau (H-7), transcrise tu coordonate natural Desigur, datele la limita trebuie și ele convenabil transcrise Jn prealabil Aslicl de схетріщ vom avea ^țids) ?(ij țd)* Of P) J IS METODA REPREZENTĂRII CnNrOBME 46& ți o relație analogă pentru Лц)(з) Dacă £$ (£) = £ «„î“, (13) TI — ae și întrucit a/(£)=jfcO atit în coroana eîf ai pe frontiera ei (în cadrul ipotezei admise în (A 6,5), așadar cu siguranță pentru frontiere 5* de clasă C-)3 este evident că valorile la limită ale expresei cercurile fron- tieră JIU unde avem desigur ÎUi ж P{iqî ÎLa = (14) pot fi puse sub forma unor dezvoltări în serii după puterile lui a = exp(i Oh Procedînd in același mod cu valorile la limită ale funcțiilor (12) și dezvoltînd și dat ele la limit ă Яо(^? ț) (modificate ața cum rezultă din (11 3) 7) Subliniem ей pentru с ag 73S) ră problemele ]a limită (10) пц mj semn! îi ca ți a de probleme la limită ale ta oriei clas Licitații pentru domeniul circular din planul îț Lucrurile se petrec deci cu totul altfel decît in problema plană a mecanicii fluidelor T cînd reprezentarea conformă conduce tot la o anumită scurgere hidro din a mică in jurul obstacolului transformat Această dificultate suplimentară (legată dc caracterul Iu armonic al problemei) arată redusa j 19 METODA КЕРfttZENTÂRIt CONFORME EXEMP1X J67 utilitate a considerării in eJa^iidtateâ plană a unui analog «1 liniilor dc curent Dimpotrivă F ве pnate іпвЛ folosi analogia dintre віагеа elastică plana ți mișcarea unul fluid oferau (vezi de ex, D- foncBOi ; C* St&nescu [ip, în practică, rezolvarea problemelor fundamentale pentru un domeniu dublu conex și cu atît mai mult pentru un domeniu de ordin mai mare de conexiune—se lovește de dificultăți considerabile, legat e de necesitatea construirii efective a funcției de reprezentare Unde indicații în legătură cu astfel de probleme vor fi date în §§ 23 — 25 § 19 PROBLEMA LUI NEUMANN EXEMPLE (METODA REPREZENTĂRII CONFORME) Vom considera trei exemple, dintre care două pentru domenii simplu conexe, și unul pentru un domeniu dublu conex aj Cardiofdo Să considerăm funcția de reprezentare (vezi § exemplul 0 o» - h (5) и = 2 : й« 4 -et 2 3 : n > 1 : (w + 2) a +1 + (» + 3) a +, + 2 І = 2 Din a doua ți a treia relație de mai sus căpătăm Re = /ц — hv (6) ceea ce impune să fie satisfăcută condiția =0 (7) Jntrucît ® este simplu conex, funcția Л(я) este uniformă, și momentul rezultant poate fi calculat din (11 18) Obținem deci Л, = ВеХ £ Л a”" 2 a (I + а) (к = — -I а к Im + Ă±), astfel că (7) este tocmai condiția dc anulare a moment ului âl v Luînd din prima relație (5) se determină constanta Co— inutilă de altfel Luînd si Im — G, coeficientul «г este dat de (6) A treia relație (6) dă pe a3J iar din ultimele două obținem succesiv toți coafL menții a , bn Calculele rămîn tot atît de simple pentru orice domeniu simplu conex pentru care raportul o>( este un polinom Bau un cît do polinoame, dacă numărul dc termeni din aceste polinoame nu este prea marc b) Стопа eliptică (soluția lui A, Kalandia) Funcția do reprezentare de utilizat este (vezi §A,8, exemplul fr): + (8) Ca și pentru starea antiphmă (vezi § 5 18, exemplul d), vom examina at ît cazul domeniului mărginit de două elipse confocale, cit și pe cel al diacului eliptic (cînd, spre deosebire de cazul antiplan3 nu există soluție elementară) & I& METODA REFREZE 54TARII CONFORME* EXEMPLE 469 Fie deci elipsele-frontieră și fie Л01 Л\cercurile de raze p0 și pL Ijf care definesc coroana circulară Д a cărei imagine prin intermediul transformării (8) este Parametrii ст Л, pu sînt cunoscuți din (А* 8 15) Pentru simplitate, să presupunem că sarcinile de pe cele doua compo-nento ale frontierei au rezultante nule Funcțiile Л( e) sînt deci uniforme pe ambele cercuri-frontieră, iar ^(ț), sînt olomorfe îu Д (vezi (11*10), (LUI)): rra= £ (16) n = 2 j °a (pj — 0 ■ - 2h п г(?иг — 1) “ — A ( q pțf" ■ Ь0», n > 3 : ah {p? i > Л даі, й {рГ - 1) - (n - 2) n fi4a ( pg — J) — A» (p0 3 — I) = Л, nade am notat Л = Щ р8'«І> (10 înlocuind in ultima relație (15) pe n prin — n - 2, obținem încă pentru : w>3 î n ăM (p3 - 1) Ф Л (n -2) ait 2 ( poa - 1) + °> Аи н (рй - 1) a„ — Мру - И я 4 i obținem din 3) : :1Л /1 Ая а — — (Л — 2) ^я- я+з» • t • і (25> Лл - Л 1 Ад 2 = L В|1 4- {п - 2) unde am notat X = (1 - РУ (1 - № ₽,«} (26) Relațiile de recurență (25) conduc la două serii do formule dist inc Ic, după cum n t= 2p sau n - - 2p — 1 Astfel» avem mai iutii Л3 Л A! 4 L3 — X a x Afr ft Aj + £ț — 3 Xs Aț M j f LT — 5 X я Aj Л 1 A-î 4- b t -4 ХЛ 1 âM Aj * h-» а; + ^э + 31/i-lS^ - Л 1 Aj -1- L 4 -1- 5 X h 1 » dc unde de exemplu A7 = Л5 Ад Ъ /т Lj 4* Л Ls + L7 -• X (M + 3 Aa 3 4- 5 я a; = ft-’ Aj + + +■ Ййпа -4 5 și In general pentrn л 2p — 1 r-x ’Az 4- £ £ (2s 4-i = fi ’+,-4+ £ A-’+j+*X-i,h > + ХЛ *Ѵ(2 1)Л^«+1 5^! 1-1 J-=l 472 PROBLEMA PLANA Cap C Tot aslîcL pentru n - 2p obținem mai Iutii (hilml valori л ’> 4): Ал — h АЛ + — 2 Xfi s F A| h * -Ь Lm2 -j- 2 X A 1 Л( - Л A4 4- L, - 4 1д ѵ Л; ~ h 1 Aj + L 4 4 4 Xh“l ți [ița mai departe, de unde de exemplu AB =- h3 At 4- Л* Lt 4- Л L* -h X(2ft*a t4 4bM + âfl Aj = * 3 I A ’ L ,4- A-1 L t -f- L 4 + ХА-1(2Л-гаа 4 4 A"1 fi în general r—I P— i Art h~fi- 1 a: f у А”* •+» + X £ 2аЛ“***л i=i *=i ban Încă, ținînd seama de n lațUle (22) ți (24): P-l i>-J a:, » A- ' 1 (Ce - C,} + V A“* * 1 L „ + >, £ 31 h-H • i—1 Pentru a calcula suinele In L drn (27) ți (29), sa ітпіагсапі râ LH sini torul coeficienților Jf^t, /і]и definiți prin relațiile re rezultă din (11): J/S *“■ dc unde (1-ЛН) £ Al г- £ - л;, л;, - A4-s = bJî 4*? c F ^ 0 У 1 Cn+2 — Ai țt unde am notat, ea ți în (14 31): - - 3f 1 (29) conslruîțj cu ajU’ (30) (82) (33) (34) | 19 METODA REPKF-ZENTAnEI CONFORME- EXEMPLE ПЗ remarcăm că ek Unt analoge cu (25) (pislrhidu și Insă valabilitatea ți pentm n = 0Д/2)* Prin analogie cu (27) cjSpătâm imediat p-l t)“! f»-i = w*1 G + £ f« i- >i = *~*+1 '-t - £ 1 '/ a | («> В —I J=dl L Pc ilc altă parte, prin analogie cu (28), unde expresiile Aa ți jl j se Înlocuiesc prin la = Wg + L,, l t - Л“> (L - 4) оЬЦпіНе din (34) pentru ti = 2 cSp&tdm și ~ h” * + £ Л>“* • J=1 p-L l ,„ ■ h - £ /г"Ч „ J-0 (3&> Ținînd seama de (35) in (27), |l de (30) In (29), obținem pentțu p > 1 j A^p 1 лр-і p-l al- - X £ (2s - ijn '« iJ+] I«1 (37) și respectiv p-l a; + hl x+\h 1 у (2s-l)A* f’» 1 iu +1 * ла*—1 (38) Л-Р + і 1 Să акцещ acum, dini re toate soluțiile posibile ale ecuațiilor (18) — (20), pr acera cart СО' asigură convergența (în Д șl pc 7) u seriei qa (Q on £* O condiție necesară dc соц vi-i-genții а аседіеі serii este (vezi (Л>5 2П)) : I «„/ II (39) astfel ей >irut vălurilor A’ din (21) c mărginit9) pentru n ap, (Diti acest puncL Umclria for-mutelor încetează ; despre șirul A„ nu se ponte afirma același lucru ) Daeâ avem 0 -’ ir„ 1 l—l Ct - C\ + l„ - - ? £ 2s 1 5,„ ■«1 11) Amintim că avem pD > p, 1 și deci lim Л Pa " = 0, n^« 474 PROBLEMA PLANA Cap 6 Notînd A = (2s - 1) Л?г~] л2^1 f л “ £ 3 4 A5-1 fl2F, s=E putem pune relațiile de mai sus sub forma definitiva A ; -f Л i ] — îi A, Ca “ Cj -ț- fQ — )■ j (■W> HO In felul acesta, din condiția de convergentă a soluției am obținui încă două ecuații pentru coe-Tictențn necunoscut! După cum am văzut di îi sistemul (18) (20) lipsesc doua ecuații penlru Си C2, și o ecuația pentru Д;, л 1т Se țțj^ că modificarea coeficient uliii л0 modifică membrul al doilea al condiției la limita (Ю) cu o aceeași valoare pe ambele componente ale frontiere 1, așadar modifica couslanLde Co și CTJ dar nu și diferența lor întrucit С: (de exf;0 - 0), ceea ce revine la a atribui lui ou o valoare precisă (deși necunoscută, și de care nu vum avea nevoie) Cele dotifi relații (41) dau prin tEj’inare tocmai cele două ecuații încă necesare pentru a putea determina coeficienții ols fi j și constanta Cr Ținînd seama de prima relație (34) pentru n = 1, obținem din (23) și din prima relație (41) : Aa = H- h ф a > A = + X A, (42) Formulele (37) devin acum A ap—i — хл»-1 л-1 Ж— У ia« -D* a-2s + fi 1 (43) A^j - + 1 A ? ■■ i - V de indici impari Anume, cu ajutorul expresiilor (21) obținem acum t Po l(Pu — 1) t И- X A — — f j s (pu r- h (Po “ — 1) д і XA — Ц i Ы*1-* - 1) Лй, ! - (2 p 1) h (aa-« - 1) METODA HEPREZENTAIUI GO^FQHME EXEMPLE 475 Condiția Со — O a doua relația (41) și relațiile (38) dau sistemul de ecuații din tare se determină coeficienții de indici pari: (\ - X A = l*, (₽:/ l) Os(> —2hp (p0's - b ХЛР t>-l 2 s 1 a j, i-i (45) 2 P (₽o - 1) «îj» - Л 0 r ' j— + Ă, Prin analogie cu formulele (21), putem scrie (po* — pfift) + n ă„ ( p5 - py -), (56) astfel că ecuațiile (55) devin Cj — /Д po; Ca = Z7O 4- £fapj ț Л 3^ (oî) unde am notat ЛГ, = Ня pî + W , hSpo’'“ = ft(1pS — Л (1ри"-Й^г₽о ’ + L+lfc’’**, Я 3, (58) e^eacefumizea^a relații de același tip i u prima relație І25), ilar de structură mai simplă, Obținem prin urmare, prin comparație cu (27) și (28), expresiile PO 4‘ 5j = 5j J (59) i-*J a-l de unde pentru 0 poate fi ales arbitrar, de pildă Ij0 0 Prima relație (53) permite să calculăm acum (Q- de care dealtfel nu avem nevoie După cum se vede, (51) este o condiție nu numai necesară, ci și suficientă pentru obținerea soluției tu toate proprietățile prescrise Exemplele 6 și c prezintă dar dificultățile considerabile oe pot apare, chiar pentru funcții de reprezentare atît de simple ca (8), no ЕСѴАТІА ІД'і Ml SHEXlȘVJLl 479 § XX REDUCEREA PROBLEMELOR LUI DlRtCHLET Șl NEUMANN LA ECUAȚIA ÎNȚEGRO-DIFERENTIALA A LUI MUSHELtȘVlLI Metoda dezvoltărilor în serie duce la țintă eu siguranță, dar după calcule adesea obositoare întrucîț problema constă în determinarea anumitor funcții olomorfe în Ф cu ajutorul valorilor lor la limită, este £ireae să utilizăm în acest scop teoria integratelor de tip Cauchy Cu și în studiul ecuației lui Laplace, aceasta conduce in ultimă instanță la rezolvarea unor ecuații integrale Chiar dacă pentru calcularea integralelor ce apar pe parcurs vom fi siliți să recurgem tot la dezvoltări in scrie, această a doua metodă are avan* tajul rapidității, permite o lărgire a condițiilor impuse datelor la limită, și conduce la demonstrarea relativ simplă a teoremelor de existență Aceasta este una dintre contribuțiile esențiale ale lui N Muehcliș-vili la studiul problemei plane aj Domenii reprezentabile conform pe discul unitate Dacă este mărginit și simplu conex, funcția w(s) Bate olomorfă în discul unitate Д~*\ Dacă originile se corespund (o> (0) 0), atunci avem й (1) N - 1 Dacă insă este nemărginit (de tipul exteriorului unei curbe închise) și punctului = 0 îi corespunde punctul de la infinit, avem a = Mrs) - M4 + o, (2) unde funcția еов{?| este olomorfă în Д Dacă & este mărginit și simplu conex, se vede imediat că funcțiile 9 (О? ФЮ Btoft olomorfe în Д* Dacă & este nemărginit, vom presupune pentru început că tensiunile și deplasările sînt mărginite la infinit (vezi pp 412 414) în acest cazT funcțiile lui Koiosov și Mushelișvili sînt de asemenea o lom orie în Ф, inclusiv în punctul de la infinit* Introduci nd (2) în formulele (10,42), obținem de pildă pentru (0) dacă este mărginit, și ф^оа) dacă este nemărginit, în definitiv, putem lua întotdeauna arbitrar valoarea ф (0), tn cazul problemei lui Neumann , putem alege de asemenea arbitrar și 9 (0), precum șl Im ф?й(0) Său Im ТсйѴ50)? așadar valoarea Im f У(О)/сУ(О)] (Amintim că avem 0 în Д\) Vom face uz deocamdată de condiția la limită sub forma ambiguă (18Л0), Dat fiind că ț'|r = cr, această condiție se scrie + ф(с) = tt(a) (4) Treeînd în (4) la cantități complex conjugate, obținem încă Я?(я) 4- | ы( w ( cr) ț ti — C) («) Repetînd același raționament pentru relația (5), deducem ți H ? (0) + (7) Relația (7) dă explicit funcția ф (Q sub forma ’J d л -//7(0’); а— ь (8) aceasta este o sumă tic integrale de tip Cauehy, care pot fi calculate de îndată ce funcția ?(£)— sau cel puțin ) Introducind acum expresiile (10) in (18 8) și ținînd seama că ă= obținem in cazul problemei lui Diridilet condiția la limită И ъ(а) - Г ' ( J (ti) — Фо (ст) = 2fxffa(ст), (11) unde ^Me(tf) = 2pg(a) 4 w (u) — xtij a1 + w i țț), vom considera și funcția ад+(ч) — că (l/c)ț definită în (A-11 27) Valorile la limită, ale acestor funcții sînt legate de (Д 11 33) iar pentru cele ale derivatelor lor, căpătăm din (A 11 35) ■ = — na p dp = , care dau succesiv valorile constantelor Repetând raționamentul din (2) pentru funcția tp'(ah căpătăm [(O («)/«' (tf)] TȘj = [« К)Ж)1 4>' (î/t) Ec , (6) astfel ca funcția ce apare în prima integrală din (20 9) este valoarea la limită a unei funcții olomorfe îu exterior td cercului unitate, cu excepția punctului de la infinit, unde ea posedă un pol de ordin cel mult egal cu pr Întrucît avem ФІО = «o-bfljî + + 4- (7) obținem фЧІЮ = “i+ 2«2^ 1 + + + ICI>1; (8) înmulțind (4) cu (8), deducem (vezi (ti)) expresia 73 [cu (țl/cu' (1/^)1 Ф’ (1/C) = УІКЛЯ + к OK), (9) * -0 unde K(l ’X) este olomorfă pentru | C| > 1T și nulă la infinit (Expresia efec- li vă a acestei funcții nu ne interesează ) In ce privește suma aceasta M-Q 4S4 PROBLEMA PLANA Cap (3 este partea principala a funcției considerate in (9), în vecinătatea polului Bău de ordin p de la infinit Pentru coeficientd ei obținem ușor din (4) si (8) E, = «1 7 (10) Kt = ătdt + + 4- (p — ^7:1 J -ț (T — 4 n^o unde sînt coeficienții dezvoltăriiFourierai funcției Я(ст){ѵелі și S A 9T pag 763) Tntroducîml (13) în (12), obținem deci H ? (O = £ Я КЛ ф(б) (1&> • ■-О я -rfl Utilizînd dezvoltагел în serie Taylor din (7) ți ținînd кеяпія de teorema, de unicitate (vezi § A 5, pag 715), obținem prin identificarăți coeficienților li î(0), Ha = H -K , и-1,2, р, (W) H a, П == j> + l( DOMENII REPREZENTĂRILE PE DISCUL CIRCULAR 186 Relațiile (16) dan direct valorile coeficienților eH pentru n p + I-Introducînd in (16) expresiile (10) ah* coeficienților Ки(н#- 0), obținem p ecuații algebrice liniare pentru coeficienții «j, a21 ; odată cu aceasta căpătăm și valorile constantelor Aj, Кй, Constanta Xo se obține din ultima relație (10) De îndată oe este aleasă constanta = ф(Й) (de cate putem dispune întotdeauna), coeficientul л0 poate fi calcnhit din prima relație (16) Funcția q>(£) este astfel determinată Treci nd la ealculul funcției ф(£) cu ajutorul formulei (30 К) si гетпаг-cind că din (A 11 32) obținem (neglijîiid indicii +, ) [»(Ф'(В)]Р’(В) = lw(l/?)M'(î)]?'C) ; (17> deducem ntilizind și (3), (4) că aceasta este valoarea Li limit ă a unei funcții olomorfe pentru ;£] (і/?)/^'(?)|ф'(0+ £ K t- + (1///) (Jfp - не) Q rtxxl Dacă este preferabil să folosim integralele din (13), (14), avem și 4R6 PROBbEbîA PLANA Cap 6 în particular, pentiu problema lui Neumann avem Д — jl = 7t(a) 4- Cqț 9 (0) = % K# = Ло -]- Go — Zo = 0, și deci (20) devine QO U ф(О “ E A« ~ “ S Г» Ф (O E Г -[«(l/ÎJW)] ?'(O + E K- V“- 11=-$ N=0 Eamîne acum de studiat numai sistemul din cate se determină 47 iT aa, + ) afi + - hp, așadar 2p ecuații pentiu cele 2p necunoscute are, aK (n = 1, 2, p)> întrucit termenii liberi conțin constantele htl hn ce intervin în (23), trebuie să verificăm dacă, iutroducînd (24) și (25) in (23), se ajunge la o identitate Aceasta se obține înmulțind linia n din (21) cu n , linia n din (25) cu — și a-dunind toate aceste 2p relații Ținînd seama de (5), se vede acum că coeficienții tuturor necunoscutelor an 7 aR din suma astfel construită sînt nuli* Astfel de pildă, pentru coeficient ui lui аъ obținem — со j ’ 3 (p 1) -1 -1 P dp — 0* S 2Î DOMENII BEPHEZENTAniLF PE DISCUL CIRCULAR 487 Prin urmare, una din ecuațiile (24), (25) poate fi eliminată, ca combinație liniara a celorlalte, astfel eu una dintre cantitățile aB, ă (sau dintre mărimile Re a,, Im лъ) răpi inc nod e terminata, întrucît in problema hii Keumann putem dispune de valoarea Im [ф'(0)/ы'(0)] (vezi § 20, рад1 180 )r vom adăuga sistemului drept cea de a (2?i) -a, ecuație, relația Im Ад = 0 (26) BiHtemul astfel modificat are întotdeauna soluție (unică) Pentru a ne convinge de aceasta, este suficient să arătăm că sistemul omogen rarespim-zător posedă numai soluția identic nulă Or, aceasta se vede pnnind pur și simplu A(*) = 0, și ținînd seama de teorema de unicitate a teoriei elasticității In cazul problemei lui Diiîchlet, coeficienții II im sînt legați prin nici o condiție; sistemul neomngt n analog cu (24), (25) are cu siguranța soluție (unică) în virtutea aceleiași teoreme de unicitate, și toate constantele a,, (inclusiv rt j fiînt deplin determinate Pentru a obține soluția sub forma (20), am presupus că ea e$iMă (așadar că datele sînt dc așa natură incit problema sâ aibă soluție), și că ea este (așadar că funcțiile (2) iar din (21*9) urmează M w^(î/7j] (Щ) = + a a* + za/o O) Mai departe, sistemul (21 10) se scrie 2 вц (d) astfel ea pentru If = 1, Я(ст) = й( ст) + Co, ф(0) = 0, din (21,16) avem iig = Aq 4~ ( o 2 l Л^І ceea ее, ținînd seama de (1), coincide evident ou (15*5) Pentru cazurile în care e avantajos să reținem forma (21*21) a poluției, găsim (pentru H — 1, Я(гт) Л(ст) -p Cei ^(0) - 0); 1 f Л(ст) ФК) = 1 J A-td în fine, întrucit fra = as, avem și ht=^- ) h{c} (И) De altfel, toate acestea decurg și din dezvoltarea iu serie a integralei Mî) = — 2 tu: T d cr Acest exemplu constituie o ilustrare deosebit de simpla pentru compararea metodei din §21 cu cea din § 15* b) Discul circular sub acțiunea unor sarcini concentrate aplicate pe frontieră Fie ой în punctele j, = exp (i/J, unde 0 K (Problema cuprinde drept caz particular pe cea tratată in § 16T exemplul b ) Punctele дк sînt, în reprezentarea (1), imaginile punctelor = exp ți/J g y* 490 i’FtOBLEMA PLANA Cap, 6 r-t Funcția й(/ ) = i l /{ /» ~ ^Ai) = 0, (16) fc = 1 t - [ și coincide evident cu condiția In notațiile din § 20 ț avem desigur c ±= w j Alegi nd p = 1 obținem condiția p 1 -Ap>(\ astfel că trebuie să avem h (o) 1 + he* cr(A + crB) w ( g) ct(A — а2) о/( a) A a2 —* 1 Formulele menționate dau aci țdupă ce am renunțat la constanta 6\,) : în cete de mai sus, funcția ?' (rr) este valoarea la limită a unei funcții olomorfe în Д~ (vezi (AJ l*35)b Prima funcție din (21) este valoarea la limită a funcției 1 4 K2 1 4 Î(A- ț») “ ~ AÎT“) “ = - (1 4 *541^(1 + Aț'2 4 МГ4 4 • • Д (23) așadar {întrucît avem h împotrivă, să presupunem acum ea deplasările si tensiunile nu sînt nule la infinit Formulele precedente își pierd desigur valabilitatea, ți soluția are în acest caz forma (20Л0) unde funcțiile ?n(O? ш 0 obțin din formulele (24), (26), dar unde Л(су) trebuie înlocuită prin A0(a) dată de relația (20 14), care în problema de față devine -—In a — ЛдСсг 1 — fr ct;: 2тг țau й| au valorile din (10 33), iar c este constanta din (18>) Cu titlu de exemplu, sâ considerăm cazul unui orificiu eliptic liber (ft(tf) — X = 0), planul fiind supus la infinit la o întindere P după o direcție ce formează un unghi $ cu 0^ Nu tind cu g1 afix nl unui punct în noile axef rotite de un unghi O față de axele obținem din (0Л6), (9 20) tensiunile la infinit Su = SJ = P? S = [exp ( - 2І0)] # - [exp (- 2iO)]P, (28) și deci, ntiiizind (10 33) : я, = в1=1р, - i [exp (—2ІЭ)] P (29) 4 2 $22 ECUAȚIA LUI MUSHEUȘVILI EXEMPLE 493 Din (27) căpătăm acum (întrucit ст a x) : + ’ eP [exp (30) a(l - A a2) + ;- d ф:і!Ш = *й, (37) de unde, utilizînd (18) ți (29), urmează »t”(ț) = -cP(V1 + Л0, F(C) = -iePtexpt-ăttMC^+hCh 4 2 (38> Diferența dintre funcțiile (36) și (38} descrie tocmai perturbarea stării elastice a planului, provocată de prezența ori fie iul ui eliptic în caznl-limită h — 0 al unui orificiu circular (studiat în (16 25) pentru S- = 6) deducem din (36) i ț(ț)=lCP{C-’ 4 2 [exp (2І&Щ}, (39) Ф(О = - i cP {[exp (- 3t»)]ț-’ 4- r -[exp (2i»)]țs} Celalalt caz limită (A = 1) corespunde prezenței unei fisuri rectilinii : 4- Л" [e*P - d 2 1 — 1? Se poate aprecia ușor efectul prezenței orificiului diptic îu acest scop, să remarcăm că din (18 6) șî (9 16) c bținem in orice sistem de axe — £ 22 ECUAȚIA LUI MUSHELIȘV1LI EXEMPLE 195 deci și în coordonate nu tur ale — valoarea frontiera orificiuhu cete liberă, deducem SQ = p? + întrucît și deci РРІ2Ч = pelâr, — 0, 09^, = 4 Re [ = P : , (43) dc unde tn particular pentru cerc (Л =; O): 69^ = P , (44) și pentru fisurii rectilinie (Л = 1) : 001sr4 = P [CO& 2fr — eos 2 ț& + Ѳ)] : (45) Luînd & = O (Jiarcmă dirijată după căpătăm din (13) 0b|tfl - P ; (46) Derivata acestei cantități în raport eu Ѳ conține in factor j№ sin 20, și deci 86 anulează — pentru orice A — pentru 0 = O și 0 ~ z 2 Ținînd senina de (20), obținem valorile în punct ul-frontieră 0 -= ~/2 avem deci, în cazul cercului, concentrarea maximă pentru tensiunea normală: ѲѲ = 3P+ Dimpotrivă, In cazul fisurii rectilinii avem 06|&-zrr;K = Pt sarcina la infinit dirijată după direcția fisurii nu modifică tensiunile normale în vecinătatea acesteia, în punctele de intersecție ale elipsei eu axa obținem din (13) : = P ;[l-ft] = P[ -ț H 3Qt тф — аф -j- аф asigură acum verificarea condiției la limită pe ^?0T dar pretind o nouă corecție pe datorată apariției termenilor 3 Pentru problema lui Neumann pentru domeniu] vom face uz de soluția problemei planului eu un orificiu eliptic, Inînd c = și Л = 0 în (22-18) Întrucît (22 18) realizează reprezentarea exlertor«(«i unei elipse pe va trebui să schimbam și sensul de parcurs pe frontieră Negii jind constantele neesrnțlale și revenind la sensul dc parcurs direct, căpătăm din (22 24) și (22 2(5) pentru un ccrc cu centrul în origine Fig, 6 23,1 1 f h(f) 2 înlocuind (6) în (2), obținem ^(t) = -pt, valoare ce trebuie introdusă mai departe in (5) întrucît c exterior curbei integrala ce dă este nulă (vezi (AJOJ)) Formulele (9 15) arată acum că funcțiile lui Kolosov și Mushelișvili rămln invariante la o translație A doua formulă (5) se scrie ЕШ sau Încă, notînd t — u1 = T, j — Z : — £ 7^7 dT' P J ГІ - T~ Z (7) Tntrudl T — Kj/T șl 15 de unde |Z[> avem 1 t 1 f Я7 1 f dT — ,Фв) = -O - dT+o,—Q -|ZI>flt- (8) P toi Jln = 8j T(T-Z) 2«i]|T|=S,T-2 Dat fiind că funcția î/T este valoarea la limita a unei funcții olomorfe lu exteriorul cercului de rază și nule la infinit, prima integrală din (8) are (vezi (A 10 2)) valoarea ( Z i); cea dc a doua este evident nulă Prin urmare, termenii de corecție obținuți slnt = °t a'Kâ> = “ P (â - ff0- (9) §23 ALGORITMUL ALTERNANT AL LUI SCHWARZ-MIHLIN 499 Introducînd (Q) în (3), și ținînd seama ей pe cercul 2/% avem i — , căpătăm Ji(t) ₽ - - nTl), valoare ce trebuie introdusă in (4) Prima din aceste formule devine e 1 f t di 1 а®(І) - —P -(î> — -Яо 1 M- (10> 2*i J f “3 2 în integrala din (10) intervine valoarea la limită a unei funcții ce nu poseda poli in f/'J’ : Întrucit Gj 6 ^n' - numi torul integrând ului se anulează intr-un punct Уі^/л± > 7î0 Valoarea integralei ci este deci dală de (A 10 1): 1 f t dt j »t> — -= — - 2ni J 2 «4 ~ «V t ~ i Râ- aiS Din (2110) și (II), derivlnd In raport cu 3 și luînd apoi j = 0, obținem (după înmulțire eu și ținînd seama și dc factorul р/ф valoarea = — p/’f]7?0 Cu aceasta, din (10), (11) urmează 3'?(J) = - — p (ItîlЛ5) - “i3)L O (12) A doua formulă (4) necesită calcularea integralei 1 dt 1 f ~ = - !>Kî -o — «jt t — J 2m J (Îl -0, (t ~ Uj) (t - i) (13) unde am ținut scama că 1 =- jFÎq/і, și de formula (A 10 2) pentru funcția l/(t — oj, valoare la limită a unei funcții olomorfe în și nule la infinit Ai doilea și al treilea termen din a doua formulă (4) se obțin cu ajutorul valorilor deja calculate atp(fl) și h1+ astfel că aW — P «i L(2^o - — a iâ)sb (W- Continuarea calculului nu prezintă dificultăți principiale c) Asupra justificării algoritmului alternant Convergența acestui procedeu este în general destul de lentă De asemenea, dificultățile de calcul cresc simțitor dacă & arc mai mult deeît două componente Procedeul poate fi utilizat în asociere cu metoda reprezentării conforme; in acest, caz, problema reprezentării впш’ (/o/nenfu miifflpta conex pe un domeniu canonic este deci înlocuită cu cea (mult mai simplă) a reprezentării conforme а /n (19) Pe de altă parte, pentru orice indice curba este în interiorul domeniului (sau *? ;), astfel că pe această curbă este valabilă relația (18) : (t) + +7(tj =^(t) + S 'Ж (21) Dar primul membru din (21) are valoarea (15); aceasta conduce la sistemul К 0) + S 'Я [t; К (1) J = ^’(l) + t e , j, l = 0,1, m (22) Іт/ §24 ЕС Uf АТ? А ШТЕ0НАЪА А LUI ȘERMAN 501 Problema este redusă astfel hi determinarea fufacțiiîor Â/t) (^2), funcțiile ДОй(і) fiind cunoscute Posibili taica de a rezolva sistemul (22) depinde evident de natura operatorilor Wx Această chestiune a fost studiată de D Șerman (vezi S Mildhi [l'L ij 52)* Rezultatul obținut permite să se afirme că sistemul (22) admite alternativa lui Frcdhulm — și Ш felul acesta existența soluției decurge direct din teorema de unicitate a lui KirchhofL Dacă componentei^ nu sînt prea apropiate, sistemul (22) poate fi rezolvai prin aproximații succesive, ca în studiul ecuației hd La place în domenii multiplu conexe (too n- Utilizînd notațiile din (Л 11 1) și prima formulă (A 11 9), și ținînd seama de (3), obținem mai întîi Să considerăm acum în domeniul 3) funcția 9 (i) - I [Я, (5) + (a)] (8) 524 = cu ATI A INTEGRA r-A A LUI ȘERMAN 503 Prin definiție, această funcție este analitică în 5? (dar nu in J): în virtutea egalității (7), ea poate fi prelungita prin continuitate în cu funcția analitică — £ff U) 4 A (д)] Prin urmate, funcția ГЯ Ш + Л U)l, je*, * (A) = — 1 [H (a) i- ae a>$ (9) este definită peste tot iu ? si evident analitică ; întrucît în £2? w- Â4 ‘n1- j а*, I — 3 (11) care permit - - unaiog CU (9) - să definim o funcție PU)=I Ф (3) - J [«( W + BJj)L ■Ml - | [G (J) + fi- U)], analitică in Sf, și nulă la infinit Cu aceasta, putem trece la utilizarea datelor de care dispunem pe întrucît din (9)f (12) urmează că în & avem + * [W( (A) + AJ4)], мГ Ф(л> = P(a> + ’ [6 (i) + (13) a ?'U)=«'U)+| [Я'+ (5) + РЯ ОБЪЕМА PLANA Clip G condiția (1) scrisă într-un punct oarecare de pe devine «(W + 11^ (h> + ₽(ti) = = ftni (У - \ [я+ (t ) + t, ВД + «7(U] - -1 EA (M + M' (M + *+ (Ш (H) astfel că problema determinării funcțiilor ațj), |3(j) este echivalentă cu o problemă Neumann pentru domeniul infinit Dificultate» stă acum în faptul că în membrul al doilea din (11) apar și funcțiile necunoscute Л si B+1 care depind la rîndul lor (sub o formă integrală) de funcția necunoscută a(t) de pe Să explicitam ultima paranteză din (H), Avem pe rînd Integrind prin părți in ultima integrală de mai rus, presupun îud că a(t) este uniformă (ceea ce este întotdeauna admisibil — vezi (ПЛ)-(11 11)), și grupînd cu penultima integrală, deducem, după calcule elementare : -1 EA (M + tîÂW + W = ■M 1 f „J , Й 1 1 f , І —*1 = - 4, a (f) - - - H =г -И ф a țt) d -(15) Ы U - ti t — 1T 4тгі J 1 “ li Dacă funcția д (t0)« ar fi rnnoRcută atunci а(^), {і(д ) s-ar obține rezolvtnd problema (14); soluția acesteia are deci forma a(î) = a [a(t0), j], ₽(j) = В [«(*»), j], t(,ej?o (10) S 24 ECUAȚIA zntegrala a lui ȘERMAX 505 în acest caz, funcțiile lui Kolofiov și Mufihelișvili se scriu cu ajutorul formulelor (ÎS), in care introducem (10), iar însăși funcția a(t) din (2) se obține sub forma j a(t) = a(t) + | £ dt-U 3 «e(C) (19) care reprezintă conform domeniul 5^IT pe exteriorul Д“ al cercului unitate у din planul Dacă curbii yn este de clasă col puțin Ca, atunci relația (19) r a mine valabilă pe frontieră: t = b>d(e), aer, (20) iar dt se obține de aci prin diferențiere (vezi § A G, pag 730), Prin urmare, orice funcție f (t) dată pe poate fi жтінй j, » unde coeficienții cj sînt cunosciiți prin intermediul lui cți) și unț^ Acest raționament rainîne valabil pentru funcțiile ă(t) șl a(t) de mai sus în particularj n(t) devine astfel a(t) = a*(CT} = f o?o*i A" - — (22) unde a' urmează a fi detei minați, in timp ее Л£ mț cunoscuti odată cu A(t)* Integralele de lip Cauchy din (6) și (11) devin integrale luate pe y, așadar expresii ce depind în ultimă instanța de SJ și Ш — - 2 7; i t — A 2 тс! așadar o funcție în principiu cunoscută în Acest, raționament permite să calculăm integralele din ( relație Im шгй Intre valviilr hi limită ale lunci iei de o parte și de alia a acestei linii Problema este amănunțit studiata dinlr-un punct de vedere genera]-f corcii e de către F Gahov ți N Mushelișvili (vezi In special cap 2); pentru aplicațiile neini^upite In teoria clastidilății vezi A Green și XV Zerna capiloJde 3 — 6; N Mnshdișviii [5(, capitolul 6 Spre deosebire de metoda seriilor și de metoda inicgrali-ltir de tip Quichy — care permit rezolvarea efectivă sau rcl puțin studiul tcurcile al protjJemcJor lui Dh'fchlet șl Neumann — sfîzcZirH probtem*? conjugară îirifgrt rd/nffte metoda ide dccp’p a profitemet jniik 1T) Fen-tru indicații critice ți bibliografice, vezi și 1 Goodier J4J, | 5* Fjîntrf lucrările inspirate de această metodă, vezi V Buchwald LHj ; G Mandjavidze [Ij; Q Stăncscn efe- Dintre probam ele majore ale elasticității plane, cea a сопіфШШІ corpurilor plastice și cea a fisurilor я ini abordabile loc nud pe această calo [ti legâjtufâ cu problema de coniacl, vezi L Gafirt (Inclusivpentru corpuri aeîizotrope ; pentru acest ultim caz, vezi și numeroasele lucrări alo Jtti J BriHa dc exemplu |2]; G Matid-Javidz e capitolul 4 ; N MusheiișVni , Capitolul 6, partea a doua în ce privește studiul problemei fisurilor (este vor ha de fisuri iu corpuri casante — așadar fără trecere in stadiul plastic), punctul de рчгвігс a fost cons Uluit dc n Ipoteza o lui S, I trist ia-novici : voTiolâțiîi cu tensiunile la capetele fisurii sil răuiînă finite — analogă cu corniițjn curios-rulă din aerodinamică asupra flnitudinii vitezelor la bordul de fugă ni unui profil an«nlos, Rezultate majore în acest sens aparțin lui G Rarenblatt [l]— (cu indicații asupra lucrărilor lui G Селфа nov, F JrRov, R Saiganik de ) Vezi încă I Bahic și A Kamlnski [I]; A Eiigiand și Л Grecii J1J; V Entov și FL S&lganik UI; L Kaeianov : V* Panasiuk tl j — , 4ț 8,15 — 8,17 ti) Metode operaționali Un cu totul alt punct dc vedere constă clin utilizarea metodelor operaționale, bazate pe IratisfnrmaLrIc bour Ier, La place, Mcllin ele Acestea se dovedesc extrem de eficace in problema contactului, o fisurilor ele , și prezintă avantajul de a putea fi extinse la cazul tridimensional Un bogat material tn aceasta direcție e dat de I Sneddort {!] cap 9 (vești și cap, 1(L pentru problemele cd simetrîâ axială, înrudite cu cele plane) Vipzî Încă L Sneddon (pentru aparatul matematic) ți , capitolele l și 3 — 6 (bandă, lamelă, pană$ încovoierea plăcilor), și S Belonosov [2} я propus O metodă caro asociază punctul de vedere al teoriei inle-grulelor de tip Cauchy cu rel operațional, reducînd problema (pentru domenii simplu ți dublu conexe) la studiul unor ecuații Integrale de tip Frcdhulm cu nuclee simetrice, și care pot fi utilizate șl în prezența de punclc unghiulare pe frontitTă Metoda îngăduie atît deuțonstrarea de teoreme de existență, cit șl obținerea de algoritme dc calcul efectiv, (?) Ohservuțle fiiwliL Toate aceste metode sînt departe de rt fi limitate la sltidiul pro-ЫетёІйг plane și antîplanc ale eJaslosî aiicii liniare a corpurilor omegene șî izotrope Ele sînt deja iarg utilizate in studiul probîcnulor tridimcnsicnsle (Vezi mai jcs indicațiile din §7 1, pag 510 —511); în studiul corpurilor ani zoi горе (S Lclmit M , etc,); în teoria plasticității (vezi lucrările lui D Cenpanov — ; ș a m dO- Fentiii alte donunii, irnde re rec la rea este Intr-un stadiu mai puțin evoluai, a sc revedea indicațiile din fi 7, pog 39U Ll) Pentru metodele numerier de studiu ale problem ci ndxlfe* vezi M- Dlugaci f 1} CAPITOLUL 7 PROBLEMA TRIDIMENSIONALĂ STUDIUL ECUAȚIILOR LUI 1АМЁ §1 GENERALITĂȚI In 4Л0 și L12f au fost puse in evidență două fapte esențiale : caracterul eliptic al ecuațiilor lui Lame statice și caracterul bi-armonic al componentelor stării elastice Aceste rezultate deschid două căi posibile de studiu al ecuațiilor lui Lame : a) studiul lor ca ecuații de lip eliptic — așadar posibilitatea de a construi o teorie a elasticității după modelul teoriei ecuației lui Poisaon sau Laplace; />) studiul soluțiilor lor ca funcții reprezentabile, datori fă teoremei lui Ahnunsi, prin potențiali ari nun ici Analiza problemelor plană și antiplană se subsumează, în principiu, celui de al doilea dintre aceste puncte de vedere Dimpotrivă, studiul problemei tridimensionale nu mai beneficiază direct de posibilitățile teoriei funcțiilor complexe, și obligă la abordarea directă a ecua* ț iilor lui Lam£, care se dovedesc în acest caz mai utile decit ecuațiile in tensiuni Avertizăm că aceste raționamente sînt valabile numai pentru corpuri izotrope si omogene f în teorie liniară Totuși, primul din punctele de vedere de mai sus (și intr-un anumit sens și cel de al doilea), e susceptibil de importante generalizări Amintim aci forma generală (4 8,7) a ecuațiilor lui Lam^ Am Ț- (1 — 2 vj"1 grad div и + p ”1 F — 0, (1) și condițiile la limită (4*2 1) șl (4*2 2): «1^ = fib (2) ■ (3) întrucît intenționăm să abordăm sistemul (1), este necesar ca și condiția (3) să fie explicitate prin intermediul lui « In acest scop, vom face uz de legea lui Нооке (3 3 18), unde vom da in factor 2p, și vom ține seama că din (3 1 1G) urmează l/2pL = v/(l — 2v); aceasta duce la =2n[Cfj + v(l -ЗѵГ’НД (4) Introducând (4) in relațiile lui Canchy (2 3 3), căpătăm [W + v(l - 2v)^n,div и] (5) ГНО BL ЕМ A TRIDIM К N Я ION ALA Стр 7 In al doilea termen din (5) apar evident componentele vectorului 2pv(l — 2 v) 1 n div wt (6) dirijat după normală In ce privește primul termen din membrul al doileaj din ecuațiile geometrice (4 11J avem pe riad nt ~ V + Ям) nt “ M + w‘-' n'> П) unde ultimul termen este derivata normală a funcției uf; prin urmare, din (5) ве separă și componentele vectorului 2и»Ч - (8) în fine, primul termen din expresia finală din (7) este alcătuit din componentele vectorilor n și rot h; după calcule elementareT deducem că in (7) арат componentele lui — n X rot u* Ținînd seama și de (6) și (8), obținem în definitiv ст (к) = 2p v(l — Зѵ)"1 wdiv и -f- -i-n x rot m + w4 ■ (9) 2 — Pentru studiul problemei lui Dirichlct vom păstra deci condiția la limită (2), în timp ce în problema lui Neumann trebuie sâ introducem (9) în condiția (3) Capitolele ce urmează sînt consacrate studiului problemei tridimensionale Aci nu mai dispunem de un analog eficace al reprezentării conforme, astfel că rezultatele obținute pentru domenii canonice (bula, senii-spațiu) nu sînt nici înrudite între ele, și nici nu pot fi „transcrise’1 pentru domenii mai generale Aceasta obligă hi studiul separat al diferitelor tipuri de corpuri, și justifică situația actuală, ci ud masei de soluții relativ unitare dc care dispunem în cazul antiplan și plan, i fie opun Iu cazul tridimensional puțin numeroase probleme, rezolvate cu metode relativ disparate Tocmai așa se explică faptul că, chiar în tratate de prima inînă, spațiul acordat problemei tridimensionale este in general destul de redus Menționăm încă unclt Iftccrcâri de extindere ;■ mtJodctar teoriei funcțiilor complexe Ui hipenwmplex?) in studiul problemelor tridimensionale : lucrările lui: A, Akxandrov ți ale colabora tocitor săi I Soloviev ți V Volpert (vezi dc ex A+ Alexandrov ); I Arjaolb |1 Fi Bon-гінгеп ко [IJî S, Brrgman [IJ; M- Mișlcii (2| ; V- Mossakovski jSJ; M Ncddt'ii ; E Obo-lațvgii [11; Tang bl Min șl Sun Hwan Chim |U O HiatodĂ ce-șî piidreaxâ validitatea In principiu intacta In prablemek iml-, bi- sau Irldimensionale, este wtotâa ojieru/ionn/e?, bintalft pe utilizarea a diferite triinsformfitl integrale S1 GEINEHAIJTATI (Etmrhr, Lapfaev, MdHn, Ilunkcl di: ) Aparatul m&kmatk corespunzător cMc expus în detaliu de 1 Șfaeddon , ți pe larg folosit de îiucfașl un Lor In Vezi dc ;is 1 D Burry fi}, Jf64—ftliî 1 Tjriiand (cu numeroase aplicații) ți ; i Sneddon Capitolul de față este consacrat studiului ecuațiilor lui Lamă din punctul de vedere :d legăturii lor eu ecuația lui Laplace, si al unor metode generale de integrare- In capitalul 8 va fi prezentată problema hulei, iar în capitolul 9, cea a senii-spațiului In fine, in capitolul 10 va fi studiata una dintre problemele cu vaste implicații : contactul corpurilor elastice Toate acestea poartă numele de „probleme clasice" alo teoriei elasticității Fonii a geometrică a corpurilor considerate nu mai îngăduie nici o simplificare de tipul celor admise de rezistența materialelor, și aceste probleme— ca si cea plană — nu pot fi cercetate decît cu ajutorul metodelor exacte ale teoriei elasticității Toate aceste probleme vor fi examinate aci In varianta lor tridimensională— deși există și variante plane ale lor (de exemplu problema se mi-planului, sau cea a contactului plan) Indicații asupra problemelor clasice sînt date de A, Lovc 11 ], capitolele 7,8, 10, 11 ț E, Trefftz [3 I, capitolul 10 Printre probktnefa сіевке dc cure nn ne vom ocupa uri, no Hm Іпсй prohktпн corpurilor axial-sinieh Irc problema paralelipipedului elastic, și altrh- Pentru problemele cu simetric axială, vezi шіісоіиЕ de analiză al lut В Abrainiau șt A, Alexandro? [Ij; apoi A, Alexandro? |l] (iu generalizare la сажиі absenței simetriei); N Arutiunian ți В ЛЬгяіпІап |lj (cu aplicai ii speciale la problema torsiunii); M Belcftkli [I | (ca ți la A AfcxiiTidrov; In strfasă conexiune eu problema plouă) ; St Bdonosov |l|: V Cemcris -|f (probleme de Icinduiir ți încovoiere, țl apltcafii ale teoriei bmel iilor р-аиаШісс); H PtirlUky 12] (tarstunc); I Sneddon , capitolul 10: K Sciliahlk-Krîiftii [ I 1 — f3] ; 1 Ullfaiid 12] (Irausfoimih I Integrale); G Valov [l)i 1 21: V V VlasoV |t| Pentru chestiuni mai simple dc tip axial-si metric, vezi S Tintoa-henfco ți J Goodii'i fi ], capitolul 13 Problem paralelipipedului a fost ргориій dc G Lame ; ea н fost reluată de B, Bunii arc п ко (metode aproximative); K+ILHa (metode operaționale); P P Tcodorcscu Щ (care dumerișirr 1 râ câ sfstemeie de rcimbi liniare obținute pornind dc fa sofațfa iul Uiiiic slnt complet regulate) ți p] (diferite donunil tk tipul рэтѵікіі-pjprdulul eu fețe aruncate la Infinit) Studiul teoret ic ai ecuațiilor lui Lame poate fi pus în st rinsă conexiune cu cel al ecuației lui La/plaee în acest sens amintim mui întîi lucrările lui E Betti |l J, O Tedone [I Ț care studiază ecuațiile hiî Lame puse sub forma în felul acesta, problema esto redusă fa Intrgiune celor trei cciMții I i pkei £e irai sus, jilufi ecuația care ar; Bramble și L Рауле ; J Diaa și L Payne [!]; G* Grioli T Printre problemele generale de mare importanta notăm aci chestiunea evaluării marginilor pentru deplasări, tensiuni, energia dc deformatie, în funcție de datele problemei, — fi pe cea a concentrării tensiunilor în ce privește chestiunea margini lor vezi G Adltf (îj, J- Diaz ți H Greenberg , M* Slobcdlanskîi (3], (margini pentru tensiuni și pentru energia de deformațlc) ; K Wftlhliu , L Paync șl H, Wcin-berger (IJ, (margini pentru soluțiile unor ecuații de tip eliptic) Aceslo rezult ite se obțin ÎAdudu-se uz de reprezentări prin intermediul matricei iui Grecii (vezi mal }os îi 12), sau încă prin metodele lui W Prager șl L* Synge» diate în § 4 4, pag 136, Cu referire la studiul concentrării tensiunilor, n se revedea indicațiile din $ 4 2, pag Î27 ; exemplele tratate tn capitolele 5 ți 6; lucrările citate In §6 22, pag 496 Indicăm încă punctul d* vedere я lui I Etabu^ka ți J КлиНкІ |t ]♦ ți studiul eon cent rării or de tensiuni In vecinătatea una! frontiere cu rugozități, realizat prin mijloace probabilistice dc către V Palmov 11] |3| Menționăm aci fi o conctozlft generală la саде se ajunge in studiul concentrărilor dt tensiuni ; caracterul lor mai puțin Important și mal localizat In cazul tridimensional, tu comparație cu variantele plane respective (vezi exemplul de la linele ț 8 6, pag 5&І) Acest fapt чс explică Intr-un mod asemănător cu ede spuse referitor la principiul lui Salul-Venant tn cazul plan (vezi J6 ll, pag 421) t vezi ți mai departe J IU Pentru, stadiul problemei tridinwnîdoutile, vezi încă indicațiile date de I Bneddon și D Berry , G* Șapiro £2], Pentru problemele dinamice^ я se revedea finele § 4 12, pag, 163—164 § L DESPRE STUDIUL ECUAȚIEI LUI POISSON Vom aminti aci unele fapte privind studiul celei maî simple ecuații de tip eliptic — ecuația lui Poissou, Acestea vor fi utile in studiul ecuațiilor lui Lom£, pe ambele linii menționate la începutul § 1, Pentru detalii, vezi de pildă R Ctmrant , capitolul 4 ; E Goursat , capitolele 27 și 28 ț C lacob , capitolul 3; V Smirnov f volumul 2T § 7 4 ț A, Tiho nov și A, Samarskii , §5 4,2—4 5* STUDIUL ECUAȚIEI LL’I POÎSSON 513 Vom nola1) coordonatele carteziene cu z sau a?1? ă?a, ac# fer versorii axelor f cu it j, к sau t1? i3t ?3 Amintim expresiile operat orilor : bat fiind că avem pe rînd (n-grad)/ = J opera- tori;! de derivare normală sc poate scrie și sub forrna = (h ■ grad) / = (n ■ V) /■ (4) Trecînd fe coordonatele sferice definite de relațiile = AJ sin 0 eos 0, se obține așa numita formulă integrală fundamentală : nude derivata normala se calculează în raport cu punctul dc sursă g' variabil, iar punetui de observație ж joacă rol de paranietiu Formula (18) r amine valabilă și pentru domenii у nemărginite, daca fuocția и este regulata la inii-nit Ea poate fi transcrisă în £2? dacă înlocuim (16) prin (17b Fig 7 2 3 Ca și formulele lui Green formula (18) pune în evidență proprietăți ale operatorului lui Laplacej căruia ea îi asociază operatorul identij@ și operatorul de derivare normală; b) Potențiali newtonieni Considerînd funcțiile Aw , и și utcunoscute îи /'b respectiv pc У, formula (18) introduce trei tipuri dc inie gr ale, legate de soluția fundamentala : (19) (20) (21) Acestea se numesc potențiali newtonicni, și anume : potențial de volum-, de sfânplu strat, și de dublu- strat: F, G, și H sînt densitățile respective Pentru o expunere detailata a teoriei potențialilor ncwtonienL ѵеяі dc exemplu E Goursat , §§ 535 — 539 ; N Giinther j L Sreten skii[l ] Pentru pot ejiția lnl dc dublu strat, putem încă scrie (2 1) sub forma W» - IV (-r) = H 7T“ Кл dĂ\ (22) £ 2 STt’WIUL ECUAȚIEI ЫЛ POlSsCUM M7 Or, din (14) urmează că avem Л* = n, R,^ -= »,($, — J?,)l R - — (n -R) I R — cos ?, (23) astfel ca acum formula (21) devine W(®) - jj (cos cp / ti-] JJ ! a?0, а? eзг+, +tog Și cu indicele 5?— •“ cele ce corespund cazului complementar Dacă G și U sînt сопйпфре &, se pot stabili următoarele relații între valorile la limită interioare ( + )t cele exterioare ( —)T li valorile directe ale integralelor (20), (21 ) și ale derivatelor lor în orice punct a?0(=ZZ : VH (a^ = (л?0) , (28) țy+ |®aî = Й7Б И (Ж#) + ii (COS '! Ц 9f !>) și tr ebu i e a tașat ă mț e c ua ți e i (33) cu c on d i ți i le (3 5), ci o p erat o -rului A domeniului 'F, și descompunerii Cunoașterea ei da posi- bil i ta tea / It2) TI țff) dS , (38) 520 РROS LEM А ТЯt DîME NSIO N ALA Сир 7 sîntcm conduși la a transcrie bondiția la li inii ă sdh forma Ж+ =й g , (39) чіеса ce, țiiiind seama de (29), duce la ecuația integrală 2пЯ(ж0) + (( (cos țijsjj) Я(?) clfl = д{жл}, хл,£е&, (40) Dactt S9 este o suprafața eu curburii continuă (vezi я 1Л, pag 'M)( această peeație este «le tip Frctlholni Dacii este numai 0 suprafață Liapunov, prezența factorului 1 -7^ arală ■că aveni dc-fi face cu p ecuație siab-singu Larii (ffețn^țla cos fiind in ac^st caz hoiclerianu) ■care beneficiază ih-ci de mulLe din mijt&scele teoriei Iui HedJwlm Pentru slnriiul acestor pro-bkmtij vesi C lacnb І] £§10 ți 3H; 12 |, §§ 43 și 49 ; {3] §§ 19-2! ; §74; Л Tihonov șȘ A, Samarskii , §4 5, pot 11 DscȘ Sfi nu este o suprafață TJupunov, utunci (40} eslc c ecuație Integrală singulară Pentru problema plană, astfel de ecuații (inc lucind ca irul frontierelor Liapunov} sini studiate ■în general de Г\ Gahw ; N Mnshelițvil i Pentru un număr oarconr de dimensiuni -rezulta Lele cele mai importante aparțin lui G- Giratul (vezi o expunere LteLdi il Li in C Mira mia Jlh capitolele 3 și 4) și S Nlihlin |5| Menționam in fine vecii iul punct de vedere al lui Rienmnn in studiul ecuației liii Poisson, eonstîncL Іи тс ducerea chestiunii ia o problema de minimum pen tn f - o a num ită f -нncțtonală liel ua t de D Hilljer t [ 1 ], ac est punet de vedej'c a deschis diurnul aplicațiilor analizei hmcționalc tnproblemele fundamentale ale teoiiei potențialului (Ѵсйі S Alihlin — HJ ) Ideeft de a reprezenta soluția cu ajutorul funcției lui Green, sau prin potențiali (integrale de tipul (19) — (2 1), definite cu ajutorul soluțiilor fundamentale ale ecuației omogene corespunzătoare), cu reducerea ulterioară la rezolvarea Anumitor ecuații Integrale — s-a dovedit a fi rodnică și înafara studiului ecuației lui Poissoiu Pentru mai multe detalii, vezi mai departe § 1 1 f pag d) Fimcfn s/erîee în unele chestiuni cu caracter teoretic, precum și în problemele referitoare la domeniul mărginit de una sau două sfere concentrice, se poate face uz de dezvoltări în serie, analoge intr-o anumită măsură- seriilor Laurent și Fuui ier : este vorba despre seriile de polinoame armonice omogene, respectiv dc seriile de funcții sferice superficiale; Penlru expuneri amAnunțit^ ѵей de i-wniplit ÎL GuursaL , Ș&531 -532; IL llob-■son , capitc'liii 4; V Sniirm>v J2], ѵоішіші 3, partett 2, £ G+1 ; S Soboîev [3|, STUDIUL ECUAȚIEI LUI FGISSON 29—30:1- Srct i’iiskii , capitolul 5 ;N Teodnrescu și V Olaru [IJ voL 1, parte;] 3, capitolul 4 A Tihonov șl A Sjuiiarskii , anexa 2k Amintim aci pe scurt că, ducă- se caută soluțiile poliiwmiale ale ecuației lui Laplaee (in De aci, obținem ușor ecuațiile ЙѴ(Я) 4 2Ш) - kg(li) - 0 , (43} (sin &)-1 (sinGY b + (sin 6) 2 Г -]-kY = Q9 (44} unde к este o constantă ne determinată Soluția ecuației (43) este de forma //(I?) i= 7Г ; întrucit căutăm soluții polinumiale, urmează к —-« (?г- -|- 1) Inttoducînd această valoare în (44), obținem pentru fiecare întreg' n > ()■ cîie o soluție unde — ui- este o ti ouă constantă Ecuația ф; + тгФ, ^03 (48} ce rezultă din (47 j, posedă- soluțiile sin мгф, cos mtp Pentru 0 m n* obținem deci 2n + 1 soluții liniar independente* PROBLEMA TRIDIMENSIONALA Op 7 Efcctuuid în cea dc-a do uă ecuație сё rezultă din (17) Schimbarea de variabilă ж — cos Ѳ, olițanein ecuația - (h unde am notat P-(X) = ѲД0) pentru o valoare dată a lui m (număr mimul) Soluția continuă în intervalul [—1 ■ 1, Penlru convergența uniformii a teri ei (54) în orice punct n] sferei imitiite, este suficient ca media valoriLnr itti Par friptul ей neețti potențiali trebuie să verific в și mutțiilc ce deriva din condițiile d î An = grad A/> -r ret AqT (4) astfel că (1) devine ? !1 “ Др ț rot: + A (grad P + rot £>) = 0 (5) 1 — 2v p Or, această ecuație este desigur satisfăcută dacă alegem Orice vector w definit de (2), ( (i) Cu toată importanța ci principială, гергеяепінгсл lui Kclvîn a jmcat ini rol practic res-trtns deslfiur, din сапла ей potențialii p și q inter viei In expresia lui u mimai sub Іотта diferențială с) Koprezentarea lui Clebseh Un analog al acestei reprezentări pentru cazul dinamic a fost abținut de A Clebscli Folosind cele arătate în § 4 11, ecuațiile micilor mișcări elastice se obțin (in absența forțelor de volum) înlocuind F REPREZSh-TAREk M'l GRODSKII 525 prin vectorul lui d'Alembert — p ы Raționamentele de mai sur ramîn hr tacte, ți în locul ecuațiilor (6) căpătăm (folosind încă și (3,-1,7)) Ap “ [p/U+ 2țx)]^ 4ț = [ț|ri$ (7) în cazul prezenței forțelor de volum, în membrul al doilea din (7) se adaugă încă termeni identici celor din membrul al doilea din (6) în eJasto-dinamică, ecuația lui Poisson (sau Laplaee) este deci înlocuită de ecuația propagării undelor, cea mai simplă ecuație dc t ip hiperbolic Repetînd cu referire la ecuațiile (7) raționamentele bazate pe formula (1 12 4), ajungem la concluzia ca componenta irotațională gv&d p a depia-Sării « se propagă iu viteza сц iar componenta echiiwfoi minală ret q se propagă cu viteza c2 din (4 12Л6), Descompunerea lui Stokes și raționamentul lui Clebsch oferă deci o posibilitate de a separa cele două tipuri dc unde, puse în evidență în § 4Л2 § 1 REPREZENTAREA LUI GROQSKÎL ALTE REPREZENTĂRI PRIN POTENȚIALI DE DEPLASARE PROPRIETĂȚI GENERALE Ne vom opri acum asupra unor reprezentări libero de inconvenientul mai sus menționat relativ la cea a lui Kelviu- O tehnică unitară de deducere a celor mai importante reprezentări prin potențiali dc deplasare este următoarea (L Solomon ), Dacă termenul median ar lipăi din ecuațiile lui Lanu* Ди 4- (1 — 2^) 1 grad dîv и Ț- p'1 F = O, (1) vectorul и ar satisface o ecuație Poissmi Să căutăm deci soluția ecuațiilor iui Ьашё sub forma и = В -r tc0, (2) unde В este soluția ecuației Poisson (vectoriale) ЛВ 4-jȚ1 F =0, P) iar uD este un vector de corecție, împlinind dinaint e diferit o proprietăți vectorului Uo, vmn obține pentru acesta diferite ecuații cărora el Ic satisface Toate aceste rezultate sînt valabile pentru и e C2 (X), chiar dacă F^O, fi) Reprezentarea lui Grodskii Să căutăm mai întîi vectorul sub forma u0 = grad/, (4) ГROBLL МЛ T RID IМ ENSTON ЛЪЛ Gap 7 Pent iu а găsi ecuația căreia îi satisface funcțiavom introduce и = В + grad J (5) în (] ), ținînd seama că fî este soluția ecuației (3) întrucît avem F An = ——+gradAf? div w = div В + A jT (G) P- și întrucît avem 0 B + Bc) (12) (13) Corecția căutată a fost astfel găsită, și w admite reprezentarea u = В î- (1 — v)-*1grad (ae - В 4- Bo), (14) 4 £4 REPREZENTAREA LUI GHODSKir >27 unde avem AB —p^F, AB^iTMb (15) Sub o formâ mai dezvoltai ă, relațiile (14) se scriu itj = J?; — ( rL “h 4“ ^3 F ^okj - (16) 4 (1 — v) Se verifică ușor ea urîre vector u de forma data in (14), (15) este o soluție a ecuațiilor Ini Lam£ tntr-adevăr, ші calcul elementar dă (ținînd scama și de (9) și (3)) t F L 1 — 2 v Ah - grad div £L div u = — div В , (17) p 2(1 - v) 2 (1 - >) astfel că ecuațiile (1) rezultă identic verificate Prin urmare, reprezentarea (14), (15) este o condiție suJieicM (nu și necesară 1) jjantru ca vectorul kc 0* să fie soluție a ecuațiilor Lain^ ne-o-megene Evident, alagînd funcții B, Bn destul de simple, putem construi, printr-o metodă inversă, soluții ale ecuațiilor Lamă* Vom face dc repetate ori пи de acest fapt Reprezentarea (H), (15) ц fost găsită de către Gr Grodskii [l ]? II Neuber și P Papkovici [L], , După cum subliniază P Papko-viei , prioritatea îi aparține lui Grodskii, în timp ce Neuberare meritul celei dinții utilizări sistematic? a acostai reprezentări In cele ce urmează, reprezentarea (14), (15) se va numi reprezentarea (sau soluția) lui Grodskii, iar funcțiile lîlt B3J B^vot fi funcțiile lui Grodskii* (în literaturi, este frecvent folosită deinimirfca dr , soluție Neuber-Papkovici” sau „Fapko-vici-BotiKsinesq”,) Ouлеі:ѵ ѵпе O reprezentare de aspect fiimilar :ipjre In studiul corpurilor poroase, sau al corpurilor compuse din mici granule sferice Vezi dc • -xemplu M Biol ; Л Lubinskii țl J ; R* MlndllB (5J Pentru F - = 0, formulele (14) și (15) dau soluția de clasă C2 a ecuațiilor lu i Lamă omogene prin intermediid а I poiențidli tn nionici de deplasare-(După mim vum vedea in § й, aceștia sud independenți ) Ca și în 5§ 6 11 și 6 11, ne vom limita în general la a căuta soluții regulate Pentru ar-vasta, este suficient să presupunem ca B, Boe (>a(3^ 4- У) Uneori, vom considera totuși și notcnț iuli cu singularități (vezi de ex § 8 și 3§ 9 5-11 8)* b) Reprezentarea lai Trefftz Să căutăm soluția ecuațiilor (1) sub forma (2) in așă fel, incit n0 să depindă de o singură funcție scalară,și să не anuleze*) pe unul din pianele de coordonate, fie el = 0 ; u « В d- Xj grad A * (18) э) Pentru sensul breslei condiții» vezi § 0 2 52N PRO: L L M A TRI ГН M EX SIONA LA Cap 7 Vectorul Jî satisface aceeași ecuație (3); dar întrucit vectorii , LT sînt constante și vectori constanți сінюяеиМ Vezi de asemenea reprezentările propuse de V* Bloh , ; F, Cînrikov []]; Y- Deev Articole dc sinltzi asupra diferitelor nprescnUri ale soluțiilor aparțin hd o anumită foniiăl i Mc cercetată du R Eubanks și E Slcrnberg |l|; M, Gurtiii J3J; R Mindlin Pentru aceeași problemă ta ctaslldtatu asimetrică, vezi J, Doyîe flj I 4 KEr-HEZENTAKEA 1 1 'I GRODSKII 329* e) Pro privi fiți generale Vom examina acum pe scurt unele caracteristici ale reprezentărilor lui Grodskii și Trefftz, valabile ‘ este în știre naturală, atunci întreg corpul este în Йате naturală (în cazul plan, analitici tai ea soluției duce la propti etăți suplimentare : vezi N Mu sh oliviii Ш § 37 ) Din cele de mai sus nu rezultă că ecuațiile lui Lame poseda numai soluții analitice — ci doar că, daca în ai!urnite condiții aceste ecuații au soluții de clasă C> atunci soluțiile se dovedesc în fapt a fi analitice Chestiunea de a ști dacă astfel de soluții există și sînt declasă 0й aparține desigur domeniului teoremelor de existența, în cele ce urmează, ne vom limită la а соns idei a numai soluții analitice, exceptînd eventual prezența шюг puncte singulare izolate Cu anumite pieeauțiuni, тех uitat ele de mai bus pot fi extinse hi cazul prezenței de singularități (de ex ; dat0 la limită discontinue) Toate reprezentările prin potențiali de deplasare se deosebesc avantajos de cele plin potențiali de tensiune (Maxwell, Mor era-), datorită simplicității ecuațiilor pe oare potențialii Ic verifică, Toate aceste reprezentări separă din vectorul « o componentă В sub formă întreagă, și prin aceasta se deosebesc avantajos de reprezentarea lui KM vin (3 2), (3JJ) Întrucît ele conduc la ecuații Laplace (sau Poisso u), ele se doycdesc Й practică considerabil mai eficace decît reprezentările prin funcții bd* armonice (de tip Galerkin, și altele) of) Ca^ul problemei piane; câteul dino mic Variantele piane ale acestor reprezentări &c obțin cu ușurință Expresia (14) r£mîne desigur valabilă în ^й Efectulnd calculele in (16) (pentru j = 1,2) și amintind notația (ВЛЛЗ) pentru к = 3 — 4 v (dfeîornuiție pla^), obținem 4(1 ■ v’j îij sș -■- JJq i i ' i(22) 4(4 'j) tic» — 3 țțOg ' - Pe de altă partea iinjind p ■' ițp tț — "t "H ih șl gepflrlnd părțile reală șl imaginată în (0,7 12), căpătăm 2gîij = xp — г — zxp t iT (23> 3;хі£а = xq -I- t ^зРд + я^р р înmulțind (22) cu jx și (23) cu 2(1 v) și cgitilnrl re laț] Еіе, tic durem 2(1 - v) [xp - г - ад j — «іЯді = pJxBi - ^Ba J, (R 2(1 - v> I«q -F t - іаЯд + £1911 = - Во, - TEOREMA LUI EUBANKS ȘI STERNBEHG 531 Ținînd ' ■ Aiiia dc еупаЦНе lui Cai-chy-Kicmami și de faptul tâ funcția B Un rai jopsmcni similar poate îi соіЫгиіі pentiu reprezentarea lui Capii den și Mili^-Thonifron, Pentru cazul diuanjle, nv mărginim la ti menționa că există reprezentări In parte analoge cejor ale lui Grodskii și Korn (vezi dc tx L+ Sulwmou [2Jj dur totuși problema eloslo-rlina-micii cămine dominată de reprezentarea lui Clcbsch, examinat й ia finele § 3 Toate aceste reprezentări exprimă deplasările prin potențiali ce satisfac ecuația propagării undelor* Pentru informații/vezi articolul de sinieză al lui E Stemberg J3Ț Vezi și E Stcmberg și M, Curtin [1 [ Problema reprezentării secțiilor iucepe o ti studiată sub forme anaioage și pentru corpuri care mi mai sînt tilastice^ Vezi, eu exemplu, W Edcbdein și M Gurtin § 5 RELAȚII DE DEPENDENȚĂ ÎNTRE POTENȚIALII DE DEPLASARE TEOREMA LUI EUBANKS Șl STERN BERG Chestiunea independentei funcțiilor B« BS1 s-a pus încă de mult P Papkovigi j § 4 6, a încercat sj demonstreze că (pentru 6,25) soliiția generală este repi ezent abilă prin inter med iul vector ni i d B H Neuber £S]j § 3 6, afirmă că oricare din cele patru funcții poate fi neglijată Problema a fost reluată de B Mindlin яі M Slobodianskii , inclusiv pentru alto reprezeni ăi i O examinare critică a acestor din urmă rezultate a conduc pe B Eubank» și E Ster liber g la re/uitate privind reprezentarea lui Gr&Lșkii w В T(1 — v)-igrad (x-B + Bo), 4 (D unde, în absența forțek^r de volum, avem ЛВ î= 0 ДВв (2) l^resupunerea geometrică, fundamentală este aceea că domeniul este aldal cel puțin în raport cu un pifcuict al sau : există un punct cu proprietatea că segmentul ce îi unește cu orice alt punct al domeniului, este în iutregime continuii în domeniu, tn particular, acesta este cazul pentru orice domeniu (care este stelat în raport cu once punct al său) 532 F ІЮ В L ЕМ А TRIDIМ EN 31ОМ А L А Сар 7 Scopul raționamentului este de a se demonstra că, dacă originea este aleasă intr-nn punct în raport cu care e stelat, și dacă v ^0,25, atunci vectorul u admite și rep m^idar ea prin trei potențiali armonici ii — A — —(1 — M) 1grad(а?'А), ДА = (к (3) 4 Pentru a ceasta, este suficient, să se demonstreze că vectorul V = -7(1 — vPgrad B„, AB0 = 0 țl) 4 admit e reprez ent are a Г = C - — (1 - v)-igi’ad( r-C), ДС = 0; (5) 4 într-adevăT, introducînd v din (5) în (1) și notînd В C A, se obține reprezentarea dorită (3) Dacă relațiile (4) și (5) sînt adevărata, avem grad Z?o = - x€ + grad (0) unde ani notat A plicind în ambii membri din (6) operatorul rot, deducem tot C = 0, (8) Dacă vectorul C definit de (5) există, atunci el e armonic, deci analitic, și urmează eă există un scalar / aga fel ca C — gradf (9) ^vezi N Кос in | I ], § 16) Introducînd acum (9) în (6), obținem grad (dc* grad/)— a grad/ = grad NDÎ sau încă, integri rid т-grad/ — 7/ == Bo + c1? cv confit (10) Pe de altă parte, a plicind în {!)) operatorul lui La place, deducem (utilizînd Д(/ = 0) că grad Л/ 0, de unde după- integrare : Д/ = c3î c2 = const (11) Deci, dacă reprezentarea (5) eflte realizată, trebuie să existe o soluție analitică f a sistemului (10), (11), Reciproc, dacă există soluția analitică a acestui sistem, atunci din (4), (10), (11) urmează » = —1(1 — и)-1 gradS» = grad (J — x 1»-gTad/) (12) ТЕОНЕМЛ MJI EUBANKS Șl STEENBEKG 533 Atuncij da t') Totodată, în virtutea ecuației (11) vom avea și grad = дс = of astfel că reprezentarea (5) este o consecință a existenței soluției analitice /a sistemului (10), (11)- Problema este astfel redusa la a dovedi că, în condițiile date, sistemul considerat are soluție analitică Observi ud că din (- 6) urmează jî-t = «//Я, ® • grad / -■ = ВЛ»7 U3) și mclujdnd constanta Ревfru a găsi Йе aci funcția/, este suficient să determinăm o primiți vă a acestei expresii în raport cu jS; domeniul fiind stelat- în га-port eu originea, orice integrală în raport cn 1? folosită pentru a găsi o astfel de primitivă are o limită superioară determinată Pentru a efectua calculele necesare, observăm mai întîi că dezvoltarea în serie (valabilă în vecinătatea originii) Cu w - i-g| сир г i nde типа i puter i p ozi ti t- ale lui JL î n v î rt ut e a- f ap i д il n i c ă s ст ia (16 )■ converge, wț/em, de aci rezultă- lim 7Й == 0, tt-Hl și prin urmare integrala este convergentă, și are o valoate deplin determinată Pe de alta parte, caiciilind o primitivă pentru fiu та celor trei sau patru termeni ce apar în Бш avem - r l=t ? 1J |Of-r 1 J Д,, p-a-’ dp = 1 £ p’-’-*î,dp= у (e-xj-'ff-r, (â3> Din (19), (22) Й (23) că pătam mai iutii valoarea It л £, dc unde Й+1] да - £ (« - а)“’ЛГ‘1; - P ' 1 P* (24) fl ■ c П^-: [Н + І1 astfel că funcția f (care verifică ( 19), ți deci și prinsă ecuație (14)) egto defe terminată, dacă se cunoaște dezvoltarea ]ui Bo în geiie de funcții sferice Belațîa (24) are sens mimai dacă n#? a, de unde deducem că singura valoare interzisă este *= 0,25 Rezultatul comcîde cu ccl prevăzut dc P PapkGțici Bămîne dc arătat că funcția din (24) verifică și a doua ecuație ( 14) întrucît pentru у 0,25 prima sumă din (24) este evident armonică, cămine de calculat laplsisianul expresiei j pJa"ldP- (35> 5 5 TEOREMA ІЛ"! KICJASKS Si STERNflEHG 53'i Să punem operatei u) Iui ІлрЬк'е din (2 8) sub forma 1 I r>- 0 'l i el tt 1 f i л 1 й* «w В*[аЯ\ âfj віпвав\ M) «m»oaip* l>in (25) căpătăm mai ini ii 0,„ = ««•-’ ( A’M ? dp 4- Л» Л 1 1 ®ra = R 1 (ag B01), de unde urinează (ЯЪЛ* = + R#wb = (« + 1)(«3 + Яад) 4 (27) Milî departe, întrucit operatorul ft nu depinde de IC avem 1-R \ fî ЙМ ₽ ■*“’ B0ldp] = Я“1 pe-’ftBwilp (28) Л) J Jo Ort întrucit BG2 este o funcție armonică, din (20) dedin em astfel că (2Й) deține rrt Ăff - - /ГІ p * 1 (Ps В^Д^Др, Integrînd aci prin părți, avem pe rînd Ținînd seama aei de valoarea /foa din (18), obținem Г*1 " f ^0, 1p>=rO h-iî+l) lp 1, 4й de unde = - дай,д + й + и + 4* + m (35) așadar o cantitate egală și de semn contrar cu cea din (27), Introducînd acum (27) și (35) în (26), deducem mai întîi că № 2, rezultă că putem împărți peste tot Ia astfel că găsim Ă^lh (36) Amintind încă- structura expresiei (24), avem în definitiv Д/ == 0 , (37) și deci funcția /, soluție {anali ti că) a celei dinții dintre ecuațiile ( 1 4), o satisface și pe cea dc a doua (pentru v2 = 0) Cu aceasta-, este demonstrată posibilitatea reprezentării (3) prin intermediul a mnuai trei potențiali a№onicn Gnztil ч — 0,25 nu derivâ din tehnica lîeinvlislrftțieb t:i ihn natura probhuuti liiLr-jidovâr, Eubanks ți Sțcmberg dau nu rijutrii-eN-eniplu , din care urmcii^u pentru v ОДЪ ți -■ JP Y3 t soluția si&trnmJuj (14) nu eifc analitici iu o^gîne Mșiiționăm încă faptul că pentru 7^ se demonstrează (loc*cit ) câ se poate renunța la oricare dîn componentele lui И (independent de valoarea lui v) PROPRIETĂȚI pk RECIPROCITATE 537 Aceste rezultate au fost ulterior reluate de P Nagbili și 0 Hau [1 care au demonstrat că pentru orice domeniu X regulat in sensul Iul d Kel-log (U h § 4-8)î eventual chiar multiplu conex, și pentru orice valoare , a veni reprezentarea «=B —~-(l - vF1 b, 2 (38) Д В = p-i f f ь= (1 /4 «)grad jiț Л’1 div В dF, așadar o reprezentare prin intermediul a Iței funcții O modificare a acestei formule rămîne valabilă și pentru v - Rezultatul lui Nagbdi și Hsu este mai general, șî cuprinde și cazul - 0 Dar el face uz de descompunerea lui Stokefi M— r + io, cu div v = O, w = grad ^ , + F, =0, (3) ОІ| = ^*«Л»» (;i> să amintim forma (4,8,3) я ecuațiilor lui Lame ЙН = F, (4) undo operatorul lui Liiuu 91 itre expresia, echivalentă cu (1 8 1), [ф 4, (w) ] , it -Г *•' = o - (5) Comparind (4) cu (Li,33), vom pune in evidență nn anumit paralelism între operatorii 91 și Д, ■r-3H PROBLEMA TFIIDIMENSIONALA Сіф, 7 să începem prin я stabili analogul formulelor Ini Green (2 10) — (2 12) în acest scop, să considerăm doi vectori u, re С£(3^), unde К este mărginit^ și să calculăm valoarea integralei 4) = țjj C • ?1*1 d V , (6) Pentru produsul scalar u- '?( и avem imediat din (1), (5) : r > И u = — [Cf7 («)] п (7) de unde, înLegrînd cu ajutorul formulei lui Gaiis$-O>trogru = - (( г, с,',* eu(U) », dS + (î( £« (»»)d V (8) Or, din (1 5 6) avem evident 'M + Ф) * (9) Ținînd seama de (3) și (2 3 3), integrând ul dih integrata de suprafață din (Bj sp scrie Sub forma t?( în virtutea legii lui Нооке (3) și a proprietăților de simetrie ale coeficienților с?*» această formă biliniara poate fi scrisă in două variante: e«k#Met,(r) = J (13) ( C7*s (и) - Ambele forme amintesc de expresia (3,7 11) a energiei de deformație (2Ф f7N Eb), dar ee deosebesc de ea prin faptul că aci apar produse con* tractate de tensori ce corespund ta vectori deplasare diferiți Vum nota de aceea 2Ф(«,и) = ^(le)r^(rb (13) Aeeasla formă se numește enen/ia unitară a teaximiilor stării ut arțioitind in cîtnpul deformațiibo’ stării r Aceasta cantitate are dimciisiu- *) Kfile limpede câ «cesla este un scaitir tn sensul teoritl spațiilor Jiilberf Mut imill, în spațiul а^осіиі de K t^'rhdrichs problemei (d), jtcesta este pur ți simplu producții scalar [ur rj Vezi de exemplu S Mihlin [-1|, 4І2В ți G -Ifl § 6 PROPRIETĂȚI DE RECIPROCITATE 53У nile energiei (sau lucrului mecanic), dar e alcătuita, hibrid, din date relative la donă stări elastice distincte ale aceluiași corp în particular, (3 7 11) se va acrie acum 2 Ф (wT w) Relația (12) arată că forma biliniară Ф este simetrică ; Ф («, w) — Ф (t?, u) ( 14) Forma Ф, ea și relația (14), au fost considerate de E Betti Rezultate mai generale, dar de același tip, aparțin lui L Fredliohn Ținînd acum seama în (8) de rezultatele din (10) —(12) și de notația (13), obținem prima formwld « Zm Betti : Ф (w, r) dF — v * tffl (w) dS, (15) analogă eu prima formulă a lui Green (2 1): operatorul A este înlocuit cu VI, forma biliniară și simetrică (grad u • grad ?;) este înlocuită cu 2 Ф (u, v), iar derivata normală — cu vectorul tensiune tfH(u) Mai departe, luînd it = t? în (15), obținem a doua formulă a lin Betti, analogă cu (2 11) : u ► o1 (ад) dS (1G) In fine, intervertind м cu v în (15) și scăzînd termen cu termen relația astfel obținută din relația (15), deducem, în virtutea relației (14), cea de a treia formulă a lui Betti, analogă cu (2 12) : — = [r • tfH(u) — ii•- tfj®)] dS (17) OHSKRVAT! a L Ca și formulele Lui Green, formulele lui Belii nu sînt legate de proprietățile domeniului(In afară de rele prelinse dc aplicarea teoremei (jauss-Ostrogradskii), nici dc cele alt vectorilor u, r (in dări de apartenența lor la clasa C-) Ele informează doar asupra unor proprietăți ale operatonitai lut Ltuve pornilțînd trecerea ulterioară la studiul proprietăților soluțiilor eniaț iilor lui Lume Totuși, notăm ari un rezultat foarte sugestiv, datorat lui C Truesdell : dată formulele hii Betti sînt identic x afabile pentru о/ѵйе pereche de deplasări infinitezimale ît și r intr-un corp, atunci acest corp este hiperclasi ic Formule similare apar In studiul mișcării fluidelor viscoatee (vezi C lacob J5J § 4 16) Observația 2 Formulele lui Betti răniîn valabile pentru domenii ncmdrginife, daci к, г satisfac La infinit condiții de regularitate analoge cu (2 13) : Lim H | « G , lim fi2 [ fir (u) E - (2) Intrmlucînd (2) în (6 15) și ținînd seama de (6 6), obținem; r-/, ,a8 = 2jjj Ф(и, ») Betti j 1 ], Teorema lui Clapeyron — extrem de importantă în practică — este încă mai veche- (Asupra ei, vezi observațiile lui A Ciebsch și B, de Saini -Venant (l ], nota la pag 871 șî 872,) Toate aceste teoreme pot fi estime h domenii nemărginite, cu respectarea condițiilor df regularitate Iu inotl evident, rie jfni independente de prupri ciulite dv ^mtițjmitnte witt izotropit^ ilar depind esențial dc cmueh-rul liniar al relații lor cu eațe opirjn Astfel, rl an pulul ГІ geiicralizâte in elusLo-dlnținucă, in visco-t lași ici Uite, in tțlino-chsfirilMte dc, (Vezi rl este un vector cdnștant, iar o este un scalar armonic, Pentru (?) =± ij (a ) ж/i?3] = — div [(ж-Q) grad JR-1] = — (grad 7Z1) - grad (x-Q) — — QIR3 Făcînd uz acum de (10), (13) și (14), deducem div H = -1(1 -2v)(l - v)"U (x-Q}IR3 tJît OHL л M Л V1СI Li [ ME NSIDN A L A Cap 7 Calculul cantității rot tt iMp maî simplu Pentru a o găsi -ли folosi expre sia (4) a deplasării, si vom (ine seama că rot grad / — О, rot(/ v) —f rot v — г x grad f (16) Cu aceasta, căpătăm mai întîi rot w = A rot (O/Z?) (17) >și apoi, utilizînd (8)j (JG) мі faptul că (j este constant : rot и — A (O x ae)/Jf?3 (18) Mai rămîne de calculat pentru care vom face uz de formula (/«), “/,Й ®+/Ч * (19) Dat fiind ca (> este constant, avem mai iutii (W?L - O(^)1R « - QR 7? и, (20) unde - n, llti - nt #JR = н-л'/ЛЛ (31) astfel că (LW« - (22) Pe de altă parte, trebuie să calculăm derivata [T(^-O)/K3b = + (33) Or, utilizlnd și (21), avem pe rînd: =T = »Д «J S,, i, = w ; (21) («•е/м» = i®*e) («’*) + (25) (» Й) =j3 » ,=!»• Sf (2«) (zr3) , = 3 /?■■* ti „ = - 3 (п ж)//г5 (27) Cn aceasta, (23) devine Г(а О) ®/Ж’]„ = (Jf-O) м/№ + ■/' [ 3( r-O) {x nyifi + (>t (28) Ținînd seama de (10) (22) fi (28), deducem deci + 9х-п 4- ®-3 a- № A3 A5 (29) SOLUȚIA FUNDAMENTALA 545 Pentru a putea face uz de (11), ne mai rămîne să calculăm n x rot m = — (A/B3) [n X(Q x®)] = = i (A/R3) [(n-x) C? — (n-Q)«] Introducînd acum (15), (29) șl (30) în (11), obținem relația finală: «»(«) = - - (£M) « + («■«)(> +• (n-Q)x + 3 1 -I (ti’®) • 1 - 2v Я2 (31) Acesta este cîmpul vectorilor tensiune corespunzător cîmpului deplasărilor din (10) Condiția de regularitate la infinit este vizibil respectată b) Soluția fundamentală Sa trasăm acum o suprafață închisă care nu conține originea in interior întrucît (10) este aci o soluție regulată, torsorul tensiunilor ce acționează pe SP trebuie să fie egal și de semn opus cu cel al forțelor de volum acționînd tu domeniul mărginit deS^ — așadar egal cu zero Argumentul își pierde valabilitatea dacă SP conține în interior originea In acest- ultim caz, este vizibil că torsorul tensiunilor pe o suprafață PP nu depinde de forma acesteia Intr-adevăr, să considerăm două suprafețe У' și PP! O, dă integralei o valoare finită și independentă; de R De aceea integrala din (35) poate fi calculată pe sfera Ș1? și nn pe S Prima, integrală din (35) se obține ușor sub forma (30) Pentrâ a o găsi pe cea de a doua, să observăm că pe sfera S1 avem n — și deci integrând ui corespunzător este un vector de lungime (0е*гк dirijat după normala n, Scriind formula lui Gauss-Oslrogradskii (2*9) sub forma (37) ceea ce se verifică ușor dacă separăm cele trei componente din (37) s deducem din (37) și (7) : & 0i h , г 4 unde gj este bula dg frontieră Sn al cărei volum este desigur л ■ Introducind acum (3B) și (38) în (35), obținem # = 4 g AQ, (39) ceea ce dă rezultanta tensiunilor pe orice suprafață închisă care conține originea în interior Momentul rezultant al tensiunilor (33) față dc origine este SO IAJȚ 1A FU SDAKlfiNTAL A 547 unde, ca și ш (35), am ținut scama ca R = const, și că integrăm pe St Al doilea termen din integrandul din (10) este nul, iar pentru cel dinții deducem pe S2: H nX Q dS ■= - 0 X d6\ = 0 (41) sx Prin urmare, momentul rezultant (în raport cu originea) al tensiunilor pe orice suprafață care conține originea în interior , ея te nul Domeniul mărginit dc o suprafață care conține în inter lor originea va fi în echilibru daca și mimai dacă în interiorul său, aricit de mici ar fi dimensiunile lui, acționează forțe al căror moment rezultant față de origine estonul, și a căror rezultantă este egală cu — Й — 4тгр A(f Prin urmare, starea descrisă de (10) este realizată dacă considerăm spațiul elastic nemărginit, solicitat in origine de o forță concentrată AnțLAQ, care face echilibru tensiunilor ce apar pe orice suprafață care conține în interior originea Prin „forță соиспПrate" se iiil elrgp Locmsii аернпен mecanică definita prin acest pțoceț de trecee# la limită Din punct de vedere practic» ayetn de-a face cu un sistem de tensiuni foarte mari, repartizate pe un domeniu dc dimensiuni foarte uri ci, avînd momentul i^xuitaîit fața dc origine uni iar rezultanta finită și diferită de zero (Compara cu §2-1, pag 65 Vezi $i mal Jos, Observația 3 ) Putem dispune în sfîrșit dc constanta încă nedeterminată A, Soluția obținută va corespunde acțiunii unei forțe concentrate Q, dacă avem А = 1/4^, (42) Așadar, pe calea unei metode inverse am obținut, soluția ecuațiilor lui Lam6 omogene pentru o forță concentrată Q în origine, sub forma î—— (3 —4v) — + — — x lf> TUfi ( L —v) 1 R RA (13) Vectorul (43) este solufla fundamentală a ecuațiilor lui Lame și constituie analogul funcției І/'ІтгЯ din teoria ecuației lui Poisson Polul constantei (42) este analog celui al factorului l/lrc din teoria acestei din urmă ecuații Cîttipul vectorilor tensiune (31) se scrie acum sub forma definitivă vn («) 1—2v Sîc(1 —v) 1 R3 n 4- (п-ж) ț}4- (iî-p) # + 5 1в PH ОВЬЕМ А TRIDIMENSIONALA Op 7 О soluție de tipul (43) я fost dată de lord КЫvin (retipărit ia 4J, voL 1), Ea a fost regăsită și utilizata de C Somigliana (vezi și 3 )r Asupra semnificației sale au revenit E și F Cos serat t -Vom nunii această soluție — sau unele variante ale ei — soluția lui Ji>Z-vin și SomiffHana OrstіЕѴАтіл L o soluție du iicchișr tip apare In studiul fluidelor ѵіэдовдѵ, Rezultatele relative Iu ca sinL deci legate dc rezultatele corespuruMoate de hidrodinamlrâ, (Vezi du ex C lacob [S], 5 4,47 ) ОййёнѴл тіЛ 2 Dacă am calcula rezultanta tensiunilor (33) pi1 □ cu centrul In origine^ am obține — datorită simetriei — valoarea GC ~ de unde, rsționind In fd ea mnj sus: Nu ic poate Insă afirma nimic despre momentul rezultant — afara dc razul unei sarcini normale pe p la nu l-front îeră (Vezi și mai jos § 9 1, pag 594) QS^EJlVATlA 3, Raționamentele de mai sus sînt bazate pc un anumit prores de trecere hi iimitiL amilog celui considerai In plan ta g 0Л 6, exemplul d, Observațiile fileu ta acolo (pag, 455) t'ăniin volubile Pot li imaginata ți procese de Іітсеге la limita mai complicate, pentru sarcini mal puțin particulare^ sau in cere bula să fie înlocuită cu alt tip de domeniu c) Utilizarea funcției lui Di rac Țoale cele de mai sns sînt în fond strîna legate de unele noțiuni de baza din teoria distribuțiilor In fapt, soluția (43) poate fi reobținuta cu ajutorul funcției 8, ceea ce a fost realizat de către X, Șandru (vezi șî I, Ghelfand și G S^ilov [l], voi, pct 3, și §L4Tpct 4b Pentru aceasta, sa rezolvăm ecuațiile lui Lame (1 1) în spui iul elastic «53f supus acțiunii forței concentrate F (ap) =Q Й(л) aplicate în Origine (vezi 2,1 4))* Pentru a găsi funcțiile lui Grodskii, trebuie să rezolvăm ecuațiile (4 15), fără nici o condiție la limită Observînd că(A 2 15) rămîne valabilă în c53t ecuațiile (4 15) devin A В = - (0/|i) 8 (®)t A Bo = 0 (46) Ținînd seama de (2 15) pentru ? — 0, urmează imediat В = Л S Л=0, {47) ceea ce este exact soluția care rezultă din (2), (3) și (42), Demonstrația este incomparabil mai simplă, dar mai puțin elementară Mai mult: calculele oare duc Ia expresia (31) rămîn întotdeauna necesare pentru a ne da vectorul tensiune ce corespunde deplasării considerate, Șl chiar și cele care duc de la (31) la (42) nu slut fără rost: tocmai ele arată că soluția (47) dă intr-adevăr, pentru orice &, rezultatul căutat, astfel îneît utilizarea funcției 8 în reprezentarea forțelor concentrate se găsește justificata Î9 TENSORUL LUT KELVIN Și SOMIG LIANA 519 Este ușor să se obțină acuni deplasarea care corespunde acțiunii unui montcnl ctm^iitraL Iu aceM scop este 5uiicicni ьй considerării două forțe egale și opuse aplicate Jn puncte apropia tc? șî ѣй facem ca distanța Intre aceste puncte să tindă la zeroh în timp ce momentul pas-treaza o valoare eo-nsE aniă în acest raționament» trebuie avuta in vedere necesitatea de a se obține un rezultat independent de punctele dc aplicare, și de orientarea forțelor alese Toate cele spuse relativ Ій acțiunile concentrate aii semnificație mecanică numai la o oarecare distanță de punctul de aplicare corespunzător* în tr-adevăr, întrucit tensiunile și deplasările crose nemărginit- în vecinătatea unor astfel de puncte, urmează că ecuațiile elasticității liniare îș i pierd aci valabilitatea Din punctul de vedere al comportării materialelor reale, problema este rezolvată prin apariția de zone de deformare plastică, sau de fisuri § 9 TENSORUL LUt KELViN Șl SOMCGLÎANA APLICAȚII Sa ne imaginăm starea de deplasare (S 43) realizată prin suprapunerea a trei ștftri elementare, corespunzi ud fiecare acțiunii unei forțe concentrate dirijate după una din axe; să presupunem că acestea sînt forțe imitare* Pentru Q i\? vom obține r4 [(3-4 ) MR + (1) de unde, întrucit are componentele căpătăm componentele ~ [{3-4>} S^/tf + (2) Vectorul тк poarta și el numele de soluția lui Kelvin și Somigliana Cele nouă cantități formează un tensor de ordinul al doilea : tenorul lui Kelvin și Sonviglia-na Componentele se măsoară in em/kgf Ele pot fi scrise și sub forma t’Aj = El/2fețr (J — v)J (3—6v) 84^+1 ^(1 { И),Ы (3) Cunoașterea componentelor vkl permite scrierea soluției corespunzătoare acțiunii oricărei forțe concentrate în origine Dacă aceasta este aplicată întruni punct ? — punctul de sursă — soluția rămîno valabilă după o translație Notînd, ca și în (2 14), cu R vectorul de componente la punctul de sursă Ș la cel de observație ap, obținem de pildă din (2) »«(• ♦ forța de componente 91^ aplicată în punctul ? ' de coordonate căpătăm deplasarea «'"(») = v WXpfîr1), (8) fco 1 unde t\ este dat de (4), dar unde К trebuie înlocuit cu К J я? — ? Vectorul deplasare corespunzător acțiunii tuturor celor m forțe O' are deci forma A = 1, 2, 3 ; j =1, 2, (9) unde ac osie același, iar Kin variază cu f h de la termen la termen Desigur, pentru ca soluția (9) să aibă sens, trebuie ca principiul superpozîțîei să шь$і piardă valabilitatea, așadar ca depbsăiUe, deformat iile și rotațiile parțiale și totale să fie destul de miei c) Potențiali elastici de rotam Expresia (9) sugerează calea de urmat pentru a obține soluția problemei spațiului elastic acționat de forțe de volum repartizate continuu la distanță /жШ Raționamentul e similar celui folosit în hidrodinarnică І9 TLXSORUL LUI KELV1N ȘI SOMlGLIAJflA 531 pentru o repartiție continuă de surse (vezi de ex N Kocin , § 19: V Smirnov , § 4 5) Fie deci un sistem de forțe F(f) repartizate intr*o porțiune măr-CZcîa Fiecare element dc volum dV* cu centrul în ff este supus raport ginită acțiunii forței F(g) d Г Aceasta sugerează sâ cu j din (9), prin integrala înlocuim suma în C( r) = $ f\(f)rUaf;g}dV, fc =1,2,3, (10) SF (punctul de integrare fiind evident punctul (f), sau încă vt(«) - )] Sin z «Oft X- Acelei cKprtisii зд obțin dficft facem uz dc schiția Iții Kolosov și MusheJișvili pentru problema forței concentrate Anume, Itiîncl în (64 647) 7^-j-O ți X'l) - 1 (forț& unitara concentra 1Й dirijată in lungul as ci O tJ, obținem Hi) = - |1,'2«(* + 011ЛД» + (i) = 1*/2я (X + 1}{ ]n i, (7> atll'Cl că deplasiifca n-zallâ din (6 7 12J sub foisia 2цО - - fx/fr (к + 1}J In (JJ) 4 |l/2n (x + I)j (j/j), (S) sau încă, țintnd scama dc valoarea {6 7 13) й constantei > —- 3- 4v (de£orm&țU plană) : U — [(3 ■ ■■ 4ѵ)/1втпх (1 — v)] in ps + {I/J Iîttu (1 — v» exp (9) ceea cc conduce tocinai la componentele din (5) &au (6) Să examinăm în detaliu comportarea componentei іц (deplasarea în lungul liniei dc acțiune a sarcinii) Cu acest ȘCOp; să considerăm curba : л) = сой2 x + (3 “ 4v) In (a/p) = 0, (10) pe care avem vn 0, Este vizibil ca -О? П^) ip curbele care corespund la valori diferite ale constantei a sînt deci omo-1 etice Alegînd C = exp î — Cj(3—4v)]? se vede că- curbele «?2; a) C coincid cu curbele F ; acj —O, Liniile de egală deplasare ™ =±± const, sînt deci omotet-im cu liniile 1) ™ 0 Ne rămîne să le examinăm pe acestea din urmă ; din ecuația lor minează c = exp [(cos2 z)/(3 - 4v)]j (12) ceea, ce definește o curbă închisă, cu două axe de simetrie, Pentru diferite valori ale lui v, aspectul acestor curbe este cel dat în figura 7 10 1* Soluția- (4) sau (7) pune deci în evidență o curba închisa pe care avem vir 0 în interiorul acesteia avem ^>0, iar în exterior, ^ 0, Z3 = £ — 0, —’ Z2 > 0 Introducînd aci și constanta arbitrară a, avînd dimensiunea unei lungimi, putem scrie deci Pentru a introduce (22) în (19), avem de calculat derivatele pentru х±==х, xz = ?/, i — 1, 2 Cu aceasta, soluția (19) capătă forma După cum se vede, primii termeni din Fn și F13 coincid cu componentele vn, respectiv vJ3 din (5) Desigur, ar fi de dorit ca pentru Z17 —oo, să căpătăm din (25) tocmai soluția lui Kelvin și Somigliana în щ, în contradicție cu sensul mecanic al problemei : lucrurile sc petrec astfel, numai pentru ca în soluția problemei plane — care ar fi trebuit să fie obținută din (25) ■ a fost dinainte neglijat acei termen logăritmic, care tinde și el spre infinit (Acest termen descrie o stare ca tensiuni nule Ia infinit, astfel că prezența sa nu influențează tensiunile Ia mari distanțe ) 5 10 SOLUȚIA FUNDAMENTAU! 1N 557 Să regrupăm acum termenii in cos3 x, eosx sin x, Și termenii loga-ritmici După calcule elementare, obținem din (25) 7n (® y, й) — 2cl l-—— 1 = • — 1 1 — —■'■- -' kf "F\ " -г С0Й2 Y + 2 n + W (K1 + Жа - ^/p) ] * T + |(3 - 4ѵ)[ш(П +WF+и,/р) + intfiTW - zt/p)]l (26) L 2Ki + Zî/p4Vh-zî/ps + hi/₽) i 1 - — - ,r s—z,/- ~ -î COS Z 8Ш Z> 2/1 + + ZȘ/P» - Z2f p)J л *’ (unde variabila й apare prin intermediul cantităților Zn Z2) Atît coeficientul termenului în cos1 xf cît și termenul logaritm ic din FllT slnt pozitivi pentru orice valori ale lui p, x» astfel că avem peste tot Fu>0, Calculînd limitele expresiilor (26) pentru p ->oo, obținem, pentru orice valori finite ale lui Z1T Z2: lim Fn (я, у, s) = lim Ku (x, y, z) = lini F13 (я, у, г) = 0 (27) p-|rO> ₽-K^ РЧ73 Prin urmare soluția (26) dă deplasări care păstrează un semn constant pe direcția sarcinii, și tind la zero la infinit — în concordanță cu sensul mecanic al problemei - Dimpotrivă pentru p finit, obținem din (26) lim Fn = (3 — tv)o lim In (&ZJety = (28) lim Fja — 2c sin % cos x, lim F18 =0, Z^r — Aceasta este de asemenea ușor dc înțeles : rezultanta sarcinii aplicate In lungul liniei Oz tinde țJ ea Ia infinit, odată cu diferența și o dc așteptat că deplasările tiu pot rămlne finile Prin urinate, condiția de linitudine n deplasărilor la inEInit impusă In pag 113 414, cete in fond străina naturii problemei în practică, nu vom întîliii desigur nici cazul Z1? —Z^-лоо, nici cazul P oo Dar valorile deplasării nu vor trebui căutate sub forma (6) — lipsită de sens mecanic — ci numai pornind de la formulele (2G), și apreciind în ce măsură aceste formule — stabilite pentru spațiul it solicitat îh lungul axei Oi — pot fi acceptate în problema studiată 55* FRQEI EMA tridimensionala Сир 7 §11, FORMULA INTEGRALA FUNDAMENTALĂ A ELA5TOSTATIC1I a) Reprezentarea prin potențiali elastici Л(‘east a formulă reprezintă soluția ecuațiilor Ini Lam6 ne-ornogcne pentru un corp izotrop și omogen, ea suniă de integrale definite «rare depind de forțele de volum și de valorile la limită ale deplasării și tensiunii Să considerăm un corp miîrginit X,de frontieră S5 (suprafață care posedă arie), supus acțiunii torțelor F și /, care realizează în У starea elastică regulată utr Vom face uz de cea de a treia formulă Efetti si de soliiția fundamentală (9Л), alegind în (6,17) drept vector « chiar soluția căutată, iar drept, vector e, un vector 0 Ne propunem să găsim această limită Cu acest scop, să- începem prin a calcula integrala И®»-а,(и)Л® (3) § U FORMULA INTEGRALA FUNDAMENTALA 559 Ținînd seama de (9 4), avem pe rînd i; = - V)] e[(3—4V) + + e'BJ dflj 0) Al doilea termen ui întegrandulni conține un produs de cosinuși directori, care rămîiie finit pentru e-► 0, Din (3) și (4) urmează atunci lim \[ dfl =0 (6) Să trecem acum la calculul celei de-a doua integrale pe S din (1) : u d-S, (3) Tensiunea se calculează din (8Л4), înlocuind a? prin Й, ЗІ pu-nînd A’ = e, Q = și Й == - Rn (spre deosebire de calculele caro au condus la (8 33), normala exterioară domeniului У *- B, e aci dirijată spre interior id sferei SE)+ Obținem astfel =[(l-2v)/8rt (1->)]ПЙ +3(l-2v)’4-’(t^B)«], (7) și deci (6) devine Ii = [(1—2^)/Втг(1—V)] e a пф\4-3(1-2ѵ)-Ч a(^ - ț*>K] ds, (8) зад încă, întrucit avem w-t\ =wt, M ft=w((rr, — țj, 48,= ееі8п (unde djS\ este elementul de arie pe sfera unitate): =□'2 ‘; SS dS 0 pentru ?~>0 560 FR О В LEM A THID1M EN S ION ALA Cap 7 Pentru a ca icul a a doua integrală din (9), aceeași teoremă conduce la 7 £ "ift ■ E tinde s Pentru i Ț к avem evident ei nu Ne râm ine să calculăm aceasta integrală pent ru i = k Valoarea depinde de indice Făcînd uz de (2 5), vom scrie — £1 — s sin 0 cos cp, — £ sin 0 sin«p, 2'3 — £3 = scos Ѳ d£T = sin OdOdcp, astfel că pentru i —■ k —- 3 de pildă, avem Relațiile (12) și (14) se scriu împreună sub forma (14) (15) astfel că (11) devine (16) Introducînd (16) și (10) în (9), obținem după calcule elementare К = «Д?) -I- S» de unde lim Ц w-e„(»t)£l 0 în (1)} ținînd seama de (2):, (S) și (17)* Regrupând termenii și mtervertmd ae eu ȘT căpătăm în definitiv formula integrală f undaritentală a elastostaticii liniare (pentru corpuri izotrope și omogene): Ц* W — и \ ■ ЗДы d V -|- (18) pi FОЛіМ ÎJLA INTEG HALA Ft J ND AMEJ4 TA LÂ 561 unde § este punctul curent de integrare Analogia cil (2 18) este evidentă Semnul plus în integrala de volum se datorește faptului că operatorul St preia aici Jocul operatorului — A(vezi și J63 pag 539), Locul operatorului de derivare normală e preluat de operatorul-tensiune din (’LO), Această formulă a fost obținută de C* Scmigliana pentru domenii mărginite Tot el, în , a extins valabilitatea formulei Ia domenii nemărginit^ dacă F 0 în exteriorul unei sfere, și starea elastică- te regulată la infinit Ca și (2-18), relația (18) exprimă numai o proprietate de structură a opera torului lui Lamd Й (compară cu § 2T pag 514) Să considerăm acum vectorul deplasare tt pentru care ?I« =F, «1^ =ff, = / (19) Jntrodueînd (19) în (18), obținem ceea ce da explicit vectorul deplasare prin intermediul a- treî integrale definite Condițiile la limită impuse de necesitățile practici], și deja consb derate sînt deci tocmai acele condiții pe care însăși structura operatorului lui Lame le scoate în evidență, prin intermediul formulei integrale fundamentale Pe lingă potențialul de volum introdus in § 9T foimula (20) conține încă două integrale care — prin analogic cu cele considerate in § 2 -se numesc potențiali elastici (superficiali) de simplu, respectiv de dublu strat Acești potențiali au fost studiați tot de către G Lauricella , care a demonstrat pentru ei teoreme deplin analoge cu (2 28) —(2 32), derivarea normală, fiind sistematic înlocuită de o operație de tipul opera-turului-tensiune definit în (1 9) Vezi încă E, și F, Cosserat Ca și pentru ecuația lui Poisson, datele incluse în (20) sînt supraabundente; teorema de unicitate din § 4 5 ne arată că nu putem da în mod independent valorile la limită ale deplasării și ale tensiunii» De aceea, formula (20) nu definește o soluție a ecuațiilor Ini Lame pentru valori arbitrare ale deplasării și tensiunii pe frontiera - ei dă numai o legătură obligatorie între diferitele mărimi elastice (cunoscute și necunoscute) Formula (18) eEite esențial bazata pe presupunerea □ 'c 'if 7' O formulft analogi poate fi scrisa și pentru -i-^ dar nu și pentru j- e țctnd un analog al sferei $e nu poale fi construi l) Prin urmare, йЫа studiul propriei Ații or la limită ale potențialilor elastici per nule clarificarea proprietăților la limită ale sumei din membrul nl doilea din (20), ți deci ți a valorilor pe care funcțiile usati ffn(w), construite prin intermediul acestei sume, le iau pe S? (Vezi problema asemănătoare pentru ecuația lui Pofsson, de exemplu in L, Sietenskii Ш, Й W ți 43) 562 PROBLEMA TRIDIMENSIONALA Gap 7 b) Aplicații Indicații bibliografice Cu toate aceste observații limitative, formula (18) sau (20) este de o excepțională importau ță, Ea permite obținerea de rezultate generale relative la proprietățile soluțiilor ecuațiilor lui Lamfe: proprietăți de medie (vezi S, Mihiin , §• 44), proprietățile dc stabilitate a soluției In raport cu modificarea datelor la limită (vezi similar A TIhonov și A Samarskii ]l], §■ 4 2, referitor la ecuația lui Laplace) etc, în afară de aceasta, ea poate conduce la reprezentări efective ale soluției, prin considerarea unui analog al funcției lui Green (Vezi, pentru o teorie generală, R Qourant și D Hilbert , voi 1, â 5 16; C Mlranda , voi 4 pet, 240 ) în sfîrșît, reprezentarea soluțiilor ecuațiilor lui Lamă omogene prin potențiali elastici superficiali, și studiul proprietăților lor la limită, permite reducerea problemei la studiul anumitor ecuații integrale în cazul general al sistemelor de tip eliptic, chestiunea o studiată dc C Miranda , cap, 3 și 7; V Smirnov volumul 4, pct 239—240* în ce privește problemele mecanicii, drumul a fost deschis de cercetările Iui E și F* Gosserat , șî G, Lauri ce 11 a — , care, bazați pe lucrările mai vechi ale școlii italiene dc teoria elasticității (E Betti, C Somigliana) au obținut In acest mod demonstrarea teoremelor de existență Metoda ecuațiilor integrale a fost utilizată și dc A Korn — și L, Lichtensteîn Cnele din aceste rezultate sînt pe scurt reluate de M Haimovici [11, capitol ci? 11 și 12; E Trefftz [3| 49 -51* Aceleași puncte de vedere sînt studiate, cu aplicații Ia fluidele vîscoase, de F Od-qvist Ecuațiile lui G Lainice 11a au fost regăsite, generalizate și simplificate (pentru problema lui Dirichlcl) de către D Șerman (Vezi și lucrările — ale aceluiași autor ) Pentru problema lui Neuinann, vezi H, Weyl Bibliografia amănunțită a chestiunii (inclusiv aplicații) este prezentată de D Șerman 18] (vezi și 19]) Pe linia concepțiilor lui G Girând, vezi studiul sistematic al ecuațiilor elasticității* realizat de V Kupradzc 12], (3] Pentru raporturile intre teoria elasticității și diferitele reprezentări integrale posibile, vezi L Arjanîh Pentru ecuațiile dinamice, vezi și S Kallski [Ij Toate aceste puncte de vedere încep să-și găsească aplicații și iu studiul unor corpuri caracterizate de legi fizice mai complicate Cităm astfel lucrarea lui E, Sternberg și S, Ai-Khozaic {1] asupra ulsct>-elasticilâțiit unde se introduc matrice Green, soluții fundamentale, formule integrale fundamentale adecvate § 12 MATRICEA LUI GREEN PENTRU ECUAȚIILE LUI LAME a) Matricea lui Green Să revenim la formula fundamentală (11 18) sau (11 20), și să presupunem că avem dc rezolvat una oarecare din problemele la limită (4 2 1) — (4 2 3) Dacă am putea determina un vector 6rt care să ia într-un anume sens locul vectorului v* în formula fundamentală, în așa fel incit termenii §12 MATRICEA LUI GREEN 563 din integrala de suprafață care nu sînt cunoscuți sa dispară—Atunci (II 20) ar da soluția explicita, a acestor probleme Astfel de pildă, dacă cunoaștem «lg =9, (1) va trebui ca termenul care conține să se anuleze Dimpotrivă, dacă cunoaștem =/' (2) atunci va trebui Să dispară termenul în care apare ul у în tine, dacă cunoaștem «ly, =ff» « (*«) \y„ = f, (3) vor trebui să se anuleze termenii care conțin și Să căutăm vectorul 6?t sub forma sumei (4) unde rA este soluția lui Kelvin și Somigliana, iar rtE(^(7) și -0 (5) Matricea eelbtf 9 funcții Gki se notează Г, și se numește matricea lui Green> Scriind я- treia formulă a lui Betti (6 17) pentru u și Г\, ținînd seama de (4r d) și de (5) și grupîrtd termenii în membrul al doilea, obținem о =Ш Ц - tt-» (yj] analogă cu (tO) Dur o astfel de soluții- regulată a ecuațiilor lui Lame nu poale exista* într-ade-văr, dacă Gt este soluția ecuațiilor Lam£ omogene cu condiția Ui limită omogenă (12), aceasta înseamnă că corpul mărginit "țf trebuie să tic In echilibru sub acțiunea штеі гілдоге forț c unitare, corespunzătoare singularității ce intervine in — ceea ce este cu neputință* Dificultatea poate В ocolită In două moduri Pe de o parte, sc poate presupune că UD punct oarecare al corpului esie fixat, ceea re duce la apariția țuici forțe de reacțlune care echilibrează forța unitară corespunzătoure soluției (vezi de l-x, ti TrefîU £3], Рб de altă parte, sc poale urma același drum ca în studiul pro b Le nu-i slnilkifc pentru ecuația lui Laplace (vezi de ex S Sobckv , §31 2) Anume, ae presupune (L Solcmuii |41) că G verifică condiția cmc genă (12) (care permite să se scrie soluția sub forma (Î3)), dur i- soluție a unei ecuații Lame nt-omopene, al cărei membru al doilea? ales In ața fel, lucit У să fie In echilibru S? constată atunci că aceste forțe de volum pot fi întotdeauna determinate, astfel lucii vectorul G\ este caracterizat de următoarele proprietăți : Г ca funcție de xjr este soluție regulată a ecuațiilor Lame na-mnogene în J"", rxccp-tlnd punctul £ s 2 arc In punctul £ □ singularitate dc același tip cu r±; 3’ conduce la tensiuni (Тл(С'к) nuk pa frontiera 5^ я domeniului 7'* Cele spuse mai sus privitor la posibilitatea dc ц rezolva problema în două etape succesive, rifcnln șl aci valabile PROBLEMA TRIDIMENSIONALA Сир 1 d) Problema mixtă Dificultățile suplimentare legate de condițiile lui Neumann nu mai apar, datorită prezenței reacțiunilor (fictive) in punctele frontieră cu deplasare reală dată u, reacțiuni care echilibrează tensiunile (fictive) corespunzătoare vectorului G? Din condiția la limită (3) urmează că trebuie să cerem = o, = o, astfel câ soluția problemei mixte se scrie sub forma explicită (15) (16) e) Concluzii Pentru toate problemele considerate, dificultatea consta în determinarea efectivă a matrieii Iui Green (Se știe de altfel ca nici în cazul ecuației lui Laplace în ^з) ™ -В 1 fr (G, 9), (1) unde am notat cu l\ un vector ale cărui componente 1\( sînt funcții sferica superficiale de ordin k împărțind pc Bt la obținem vectorul armonic R-*-' B, = B (2) Mai departe, expresia div (Л-BJ este un scalar armonic de grad — fc—2; produsul div BJ este un scalar armonic de grad к +1 j îu fine K(ft) = grad div (3) este un vector armonic și omogen de grad /с OPERATORТІ LLH LURIE 569 Pe dc altă parte, scalarul div este armonic și de grad к—1 împărținduA la Bâta-o+ * — obținem un scalar armonic de grad — k, al cărui gradient este armonic și de grad — к —1 ; în fine, înmulțiri du 4 pe acesta cu R2t+1, obținem vectorul armonic și omogen de grad к : T{Bt) = J^‘+1 grad (R“^+1 div BJ (4) Cei doi operatori (3) și (4) asociază deci lui niște vectori de asemenea armonici și omogeni, dc același grad k Acești operatori au fost introduși de către A Lurie ca un mijloc de calcul comod în problema bulei, Pentru a-i explicita, vom folosi uncie formule elementare de analiză vectorială, deja utilizate în $ 7*8 Avem pe rînd = grad div + B-grad R-2*-1)] = grad [R® div B — (2к + 1) = — (2&+1) grad (a?’Bfr)+ R2 grad div Вл4-2 ж div B, , (5) T(Bt) R^1 [R-^+igrad div B, ~ (2k- l) R-'-*-1 o? div BJ — — (2k — 1) x div BĂ + Ra grad div B* (f>) Luați separat, termenii din expresiile finale (5), (6) sînt tot omogeni și de grad k, dar un mai sînt în general armonici în particular, se vede că unii din ei se regăsesc în ambele expresii Să calculăm și relaționalul și divergența vectorilor definiți in (3) și (4)* Din (3) deducem imediat: rot ZifBjt) = 0, (7) div K(B, ) A [R2*4 3 div (R^PB*)] = 0 (8) Mai departe, avem div T(BA ) — (grad R2111)- grad (B 2i+î div Bt ) -}- + R-ftJ1div grad div BJ, unde ultimul termen este evident nul în primul termen din al doilea membru, sîntem conduși să facem uz de teorema lui Euler pentru funcții omogene J) : s ■ grad f, = Y &■ (grad div Bx) n=nt, ci»re poate fi privita drept valoare la limită a vectorului armonie (21c 1) 1 BJ grad div BA, de componente de grad к — 2, Anularea parantezei drepte impune condiția grad - 1Г grad div В* i,^ , (8) întrucît ambii membri din (8) sînt valori la limită ale unor funcții armonice în bula considerată, rezultă (în virtutea untei Lății soluției problemei lui Dirichlet pentru ceti aț in Ini Laplace) că cele două funcții coincid și în bula de rasă așadar că, integri nd, avem Bî a = — (Sfc — l)-1 Bă div Si, (9) Aceasta t-U* и «roosecințji evident! a Înlocuirii lai /ț1 prin Я5 In condicii lalimitâ Hețui latul alt-gena faciilă in (•!> pentru gradul juiliiiumului provenit din 2Jfl Accst пцШиптсЩ consliluie mi exemplu de utilizare a rezultai ului general al Lui Eu-banks și Stertiberg El arata LutodalA justețea ideii îui Pepkovki (vezi 6 7 5, pag, 537) S72 I’ПОВЕЕМ A BULEI ELASTICE Cap Я Să introducem acum (9) în (6) Obținem astfel |Ц«1\ - [IM {1 - v)(3*-l)] grad div B* (10) Acum este momentul să facem xtz de datele la limită : ИІл-в = !/(0, - 2* înlocuind ttei pe Ă- prin k + 2 și ținînd scama de (16), obținem soluția problemei sub forma (compară cu §6 11 relativ la coroana circulară) (№)* ГД0)?) - Â-^г) — (Я2 — жъ у grad div І(д/д grad) Bt— ;r( = iBt t rot x - 0T (B^grad) a? “ Bw (t> = BA , astfel că (9) conduce la xx rot B* = grad (яМЗД — (fc + 1) Вл * (10) (ntroducind acum (8), (10) si (3*5) in (7), obținem 1 = Я, -1 -(^-2) [(2/c-1 )->;;»graddiv B„ + 2|l 4 (1 — v) + grad Bj-i], (11) unde am notat Вж= (12} + T (Rt) * 2(1 — v)(U*-l) rste un vector armonic de srac fc, iar Evident, 7/t (11), (12) este analogă cu (3 ti), (3,7), și poate fi utilizată în același mod* Mai mult, se vede oă paranteza dreaptă din (11) coincide cu cea din (3 6), astfel că toate raționamentele din § 3, pag 571, relative la determinarea scalarului BJ n rănim valabile Putem face uz acum de datele la limită de care dispunem : $ (Й în acest scop, vom dezvolta vectorul Be/(0î \(0, 9) (14) Mai departe, alegînd pe sub forma (3 9), din (11) urmează ~ ) IЛ = = 1A - Rt > (l 576 PROBLEMA DU LEI ELASTICE Gap К astfel ей din (3 3) și (13) — (15) deducem « Оф = Si\(0t?) («) în deplină analogie cu (ЗЛ5), putem scrie , și deci: âff^J — ț K/I£o)*T\{ Ѳ? țb), (17) Ou aceasta, componenta armonică Нл a expresiei (11) este determinată- Pentru a o găsi pc cea ne-armbnicâ, este suficient — ca și în § 3 — sâ calculăm div în acest scop, vom aplica operatorul div în ambii membri din (12), {finind seapia de (2 8) și deducem ușor div = { /[й2 - (1 - 2v)fc 4- L v]} div H* (18) Introducînd în fine (3 9), (17) și (18) în (11), înmulțind cu 2p /Jî și sumîud în raport cu Ă} obținem □Cs at fiind că vectorii H± sînt cunoscuți sub forma (17), am obținut — fără nici o operație de integrare în plus - vectorii B, Introducînd acum (3 9) în (3 4) vom avea (compară cu {3 10)1) «, = B4 - —-1 grad («■ BJ + —- (2*—l)-1 JÎ6 grad div B* (23) 4(1 — v) 4(1 — v) Sa punem aci termenul grad (x-BJ sub forma ce rezultă din (10), așadar conținîud un termen de forma x x rot Bt și un altul de forma Bt Mai departe, să iul rodueem in (23) vectorul Bț din (22), vectorul x X rot Bfe rezult ind din (21), și grad div ce decurge din (18) în expresia finală a vectorului i -fi & Ъ unde Sj este sfera unitate 5(0,1) Datorita ortogonalii ăț ii sistemului funcțiilor sferice superficiale, și întrucît I“u (0, 9) =const*, putem scrie К Гм(в, ț>) 1, dacă am avea k* — (1 — 2v) k + 1 — v =0, ar urma ч = — (jta — к + l)/(2t — 1}, ceea ce ar conduce la valori v 2, și ne răni inesă găsim B01 Bj Scriind (2 5), (3 6) pentru k =0T A- = 1, găsim К [Bn) - - grad (я • Щ = - Bfff К (BJ — 3 grad (x ] K(BX) — C(1 + - ѵ)]Т(В0 = ЯР (19) Ținînd scama de relațiile ( LI 7) șî (7), avem desigur /у =o; (20) introducînd iiciun prima relație (17) și valoarea (20) îu (18), obținem identitatea 0^0 Prin urmare, vectorul BQ nu poate fi determinat din cunoașterea lui Ho = 0 corespunzător la rîndnl său condițiilor necesare de existență a soluțidî- Altfel «pus, oricare ar fi datele la limită în tensiuni, vectorul Bu nu intervine în aceste date, și deci el poate fi alea arbitrar Pentru a determina vectorul B|T să introducem a doua și a patra relație (17) în (19); ținînd seama ясі de (JJ8) și de (11), deducem |(1 3v)/4 (1 — vjjgrad (C'B|) = grad A — [v/(l 4- *)] x div gradă (21) Întrucît vectorul Bl este cunoscut (ca și l\) prin darea a 9 constante, iar in membrul al doilea din (21) арат mimai 6 constante cunoscute, rezultă că /у nu poate fi determinat pc deplin PROBLEMA BULEI ELASTICE (\p, S înțr-adeyăTj din (1Г») avem griul Л div grad h = >(r* (22) Pe de altă parte, vectorul ££, are forma /ij == irj ij (23) ^coeficienții bt} nu sînt simetrici) Obținem deci pe rind grad (ae-HJ = ■«; жДг = + bl() ■& îJT (24) astfel că ecuația (21) devine + 6g| i, = [4(1 - )/(! - Ml fM is v (1 -H v)-1 hti ȘM ■ceea ce dă imediat cele G gume 4- b f Acestea sînt relații între și /Д Prin urmare, constantele bt/ sînț determinate numai pentru i —j: ■constantele & * (7 x #) -r giM ЙІѴ ; 4(1 — v) întrucit produsul [ap * (q X a?)] ș:î scalarul div sînt nuli, deducem tii — q X a? (29) Dacă, v ф 0,25, soluția este deci determinată abstracție făcjud de ■o rotu-translație rigidă PROBLEMA LUI NEUMANN EXEMPLE 5X3 b) Gradul de arbitrar al funcțiilor lui Grodskii Cgle de mai clarifică chestiunea gradului de determinare a celor 3 fiuiclii ale Ini Grodskii intTrUn corp mărginit Z, pentru 25 (compară eu § 6 0) Adum^ fie că jn 7^ este realizată starea de tensiune nulă Con-siderînd o bulă eu centrul în ac și conținută în Zz’, Și rezolvind pentru ca problema lui Xeumaim eu date la limita mile, conchidem că В este suma mini vector constant Bo cu un vector qx x, unde q este constant Alegîfid o altă bulă conținută în Z' și avind puncte în comun cu cea dinții, rezultă că vectorii £?fl și q xmt aceiași pentru ambele bule Întrucîî- în virtutea teoremei Ini Borel și Lebosgue (vezi g A 3, pag 694) putem Întotdeauna uni două puncte interioare ale oricărui domeniu situate la distanță fimtă, prinț rum lanț finit de asemenea bule, rezultă că vectorii si q sînt aceiași peste tot în așadar vectorul В care realizează starea- dc tensiune nulă are forma prescrisă mai sus Vectorii ce realizează starea de deplasare milă trebuie aleși evident printre cei de mai înainte, așadar printre vectorii ce caracterizează roto-ti un stații rigide De aci rezulta că ei sînt nuli Prin urmare In cazul v 0,25, vectorul lui Grodskii /3 ce realizează reprezentarea (7,5 3) prin trei funcții armonice este determinai în cazul problemei lui N eu гл an n numai abstracție facînd de o componentă «o 4 ч x x în cazul problemei lui Dîrichlet, el e$te deplin determinat Dcosebirra fală 1 - - P „ + Ы«t tr - - » [(1 - v)/(l + v) (11 P t, i, 2 aj* duce la un rezultat greșit, independent dc faptul câ din (3) urmează rot 0, b) Spațiul elastic cu o cavitate sferică eu frontiera liberă Con ren t ra n ' = P, п^ = вщ „ Pe frontiera eaviLății de rază J? = РА> avem cr'J/ - nf, dc unde ai? L “ JJ Лі “ r Ід=ягз ія~йі “ ~ 0+ tw Pentru că această frontieră să fie liberă, țrețjuie deci Hă rezolvăm problema spațiului nemărginit cu o cavitate sferică de rază /? = R^, solicitat dc sarcina bt- в, |a=sJfj G ? h Ж ■? coț Ф> (U? ț] să adăugăm solul,ія corespunzătoare acestei stări perturb al care, notată cu un indice (p), la soluția (9) Ca și în exemplul precedent, al doilea membrii din ți 1) conține mi mai Tunel ia 1\ , astfel cii soluției va depinde de determinarea funcției 11 ^ Avem mai înl îi — fî | , F Лг it sin (] cos ? - Ур 2p - 1 2[i (12) de unde, folosind formula (4 17) (in care am înlocuit к priit -A — 1 d am luat apoi A ■■- 1), obținem = (Я?/Р2) 1 1 1 — РЙ, fj $in fi CO5 țp = — 2p J 2ji P (^/Й3 iti , ceea ce se va nota II „+ q = it 2p (13) în felul acesta, formuia (-1,2-1) (unde к e^e inlocuiL prin -к- 1, pentru ic -■ 1) devine tif*} == и(ро - — P 7?î q 4 -x x ret q - (4 l(Jv) (7 — SvJ”1 ж div q + 4^ 3 -Ь — (5v - 1) (7 - 5^) 1 BS grad div g 4- (7 - 5^)“’ țJÎ» - P£) grad div q (14) Pentru a efectua calculele, din (13) obținem pe rind div Q - Jî e — 7Î ratfl = — 32Î & (^ s3 îg — лг i'a grad div l }• (Ю) Se pari iul componentei* după direcțiile fT /2 Ц, se obțin deplasările n,r l, ir?\ t^pl Sw ralculihn acum componentele tensiunii, milrginlndit-ne pentru simplitate la u drter-111 mi componenta o'jț1 in punelek Xj xs lh așadar in punctele situate pu u\a O ra,care este intersecția planului orizontal (ecuatorial) cu planul perpendicular pc direcția sarcinii la infinit (Compară cu І G lfi, pag 158) Г11 acest scop vom calcula cu ajutorul formulei (7Л 9) vectorul tensiune pentru uu element dc normei Ift н it Formulele (4 4) și (1 5) rftinhi valabile, astfel că avem div « ” 1 = —(1 — 2v) (I v) 1 div B s rol tf'/l = rol В s (17) 2 Mai departe făclnd uz de formulele ( 1 18), (1 21) (pentru k Înlocuit prin Â‘ I și unde luăm A- 1) obținem div — — 10 (I — v) (7 — 5 v) l div П 5 (18) rot fi s — (rot f/ , 4 (I 5v> (7 — 5v) 1 x X grad div 1J J, 3 aMfcl ca (17) devine div — — 5 (l — 2v) (7 — 5v)“* 0t pentru F — 0, йр Ь fbnna ce rezultă din (7 1 18) : и = В 4- a grad Л, (1} unde, după cum urmează din (7 -1,3} și (7 1,20), avem ДВ «0, (2) ДА =0, A 3 = - x1 div B, z=3- lvț (3) rar vectorul deplasare ia valori cunoscute pe planul frontieră z ~= 0 : и у, У) ~ д (я, у) (4) Analiticii al ea soluției impune continuitatea funcției (6) astfel că fiecare din componentele lui К( ,\ у, г) este soluția- cile unei probleme Dirichlet pentru ecuația lui L^place Acest mod dc a aborda problema justifică alegerea tăcută in § 7 4, pag 537, pentru vectorul de corecție Pentru ca soluțiile problemâor (2), (5) să existe, este suficient, ca funcțiile gu gfa, să fie continue și absolut integrabile pe planul frontieră, Vectorul В poate fi considerat deci cunoscut* Mai departe* ecuațiile (3) conduc la problema determinării unei funcții armonice h dacă valoarea derivatei sale Л,3 este cunoscută Calea cea mai simplă dc urmat constă in я serie div li sub forma derivatei în raport cu г a unei funcții armonice, după care funcția h se obține imediat Aceasta este principial posibil numai pentru anumite tipuri de domenii, printre care însă și gemispațiul (Vezi M Slobodianskil [ I ] ) Să căutăm deci soluția regulată (în sensul din (7 2 13)) a unei probleme Dirichlet pentru ecuația lui Laplaee in seini spațiul г 0, sub forma unui potențial de dublu strat (7 2 38) : b(#f У, *) =\j(cos tp/R1) Я (;, (0) PROBLEMA SbMISPA'l li?Ll I ei^stic Cap 9 Amintim că je- este punctul dc observație, aparținând scm Spațiului z> 0 iar £ și ,гй sînt puncte aparțini ud frontierei sale t =0- Normala exterioară n coincide aci cu sensul negativ ale axei Os Mai departe, avem din (7 2Л4) : К = ?T 3* - (« - £)■ H (g - ф = (иря), Яв=дав-е, Й; =к- Я)г "Н^-ч)=, ?0 = (М?Щ) =у* (7) hilrueit avem сов 90 -0, ecuația integrală (7,2 10) ве reduce ia 2л II (й’и, î/o) д (іГ^, (8) astfel că soluția (6) se scrie + « ’ ■ В(я,у,s) -(1 /2ff)jj(cosт/в»)dlh (9) —« Remarcând ea avem г —— R cos tp, (10) (vezi și ultima relație (7 2,23) pentru ехртебІа (9) devine «t Й(Я!, у, z) = (1/2к) jj [> , (12) - w ceea ce se poate scrie și Rub forma B(xt3,e) = -(1/2tc) ^fl tff(5rț)/BJdD (13) dz JJ - иь Pentru a determina й(я 5) ne rămiue eă introducem (13) in (3), de unde □a Л (®, ?/, e) =(1/2 ™) div (( [g {L 4)/fi] dJDi (14) S 3 PROBLEMA LUf pimCULET Ml Integrala (LI) are forma {7,2,20) a unui potențial dc simplu strat, de densitate continuă și absolut integrabilă pe frontiera Prin urmare, Л este cu siguranță armonică Problema este deci rezolvată Soluția (1) ia in fapt forma (7 11L9) pentru F = 0, Daci s-nv ciitita sdltițla probi? wd (2), (5) cu ajutorul funcției hd Green, s-aț ajunge la aceleași expresii, ItUr-adoviir [uucpu; lui Green pentru apărătorul Iui Laplncc pentru semispațln este 1 Г 1 1 ■Irc У (x — O1 + (a, fj) exp («a- pjf + ~{z) tlx (I3 (2) шпіе funcțiile p), (j e= 1, 2, 3), sînt integrabile in orice porțiune marginii ă a planului și absolut integrabile pe toi planul Un caldul simplu dă BMt=W„ в,,щ=^в„ Ві и=5‘Вг (3) Pentru ca В să fie armonică, e deci suficient să avem â»+l» + ^«9 (4) S92 PROBLEMA SEMISPAȚIULUI ELASTIC Caț), 9 Alegînd (pentru tx, [i reali) Ж =jK , p =ip , Y =Y = |/aa -j- (5) condiția (4) este automat, satisfăcută, iar (2) devine i ™ v/,e) =î( b (a, fi) exp [i {«at-f- 3w)-țT«] dxdp, (6) — OD unde vectorul В este armonic, oricare ar fi G) = b(a, 3), Condiția la limită de tip Dirichlet (2 4) se scrie acum +« 9 (Ml =Gl>(a, p) exp (hdf) (7) " 3b întrucît (6) determină pe deplin vectorul В prin intermediul lui b, aflarea acestuia din urmă din relațiile (7) rezolvă problema- înmulțind ambii membri din (7) cu exp ț — ілл? — nu/) si integrlnd în raport cu я?, у între limitele — oo, — cos obținem ■h л Ой jj ?/) exp ( — iisr — іда) d# di/ — 6 (a, {0 exp [іж (a — X) 4- - CC — IX + iy (fi— p,)] Șa dfl (8) Ținînd seama dc (1), membrul al doilea din (8) rezultă egal cu 4тѵаЬ( X,p)* Schirnbînd acum variabilele X, cu a, fi, și іс, у cu deducem Introducînd (9) în (6) și schimbînd apoi a cu — a și p cu — obținem in definitiv vectorul armonic (vezi (5)) I- DO ff (Яі »г)ехр [i«« — ж) + -4- ifa (tq — y) 4- da dpi dE, dv)> (1 0) Ținînd seama dc (1), se vede imediat că, pentru | =0, condiția (0) este verificata S з PROBLEMA LUI DJRJCHLKT 593 trecem la determinarea funcției ^rmoniee k(x7 у, г) din ecuațiile (2-3), Pentru aceasta avem mai întîi din (10) div В = ~ (і>'4л2)’î) exP tfM? “ *) + - CC + і — 3/) ч- у г] det dp d? Uyj, (11} unde am notat tfo (£? i?) = + P felfe + *Y0s{& '*/)■ (12> Introducînd (11) în (2 3), avem CP * : 3 — (V4 «* ») pji 9v (& Ч) exp [ia (5 — a;) + — QO + ’P (V) — î') + rd dadp (15 dîj, ( 13) de unde, integrind în raport eu parametrul s în membrul al doilea : oo h(x, tf, z) ?= (І/-ІК2 i Y> ®0^’ exp я — + ip (7)- !/) + 7e] da dp d5 daj (U) Orice eventuala funcție de я, у ce ar apare după integrarea relație’ (13), este nulă, întrucît numai așa se asigură regularitatea funcției k pentru дг, у finiți, și й > oo, Ținînd seama de relațiile (5) se vede ușor că funcția Л este armonică Date fiind proprietățile iui g, se poate demonstra și că h este regulată la infinit Vectorul grad h se calculează atunci din (14) : anume, avem 4* ' fflS ’• у) J/o(, tj), Й “ffs-M zj) + (^YUffoU *1)* ^з(5, Й; ») e o astfel de soluție care s;ă descrie acțiunea uimi forte concentrate aplicate tn origine, nonnid pc fremLivra mispatiiiiuL Aceasta, numită soluția de al doilea tip a tui BQUssiaesqt introduceiîică și о инщіііla repari iile c» cxțfepția unei forțe eonrenlrate imitare aplicate țn origine normal pe planubtronltură, Uh procedeu ilu fcOprapuupie similar cehii din §7 9, pag 551 conduce la soluția problemei penlru O sarcină normalii repartizată, exprimată plin Integrale Tu саге іліегѵіие soliii ia corespunzaluEivc sarcinii iiuriinilc imitare tronc im înde, șj den si lat ca sarcinii reale considerate, Modul acesla clasic de u raționa prezintă Insă dezavantajul de а lăsa fîrâ răspuns Întrebările dacă soluția 0 supus и n e i sar ci ц i цотn i a l e p (?, r4) pa г -tiza1;e pe o p^țiume a frontierei sale z ■ 0, Considerente (le ordin mecanic impun să admitem că este wări/i/iiit Se presupune că p (rj e ceea ce asigură existența potențialului de suspin strai coreHpunzătorT și verificarea proprietăț-ilor eniirncrute in § 7 2 (inclusiv regularitatea)-Este de presupus că deplasările si ionsiunile ce corespund unei astfel dc PRQBbEMA ТЛИ NEUMANN 595 solicitări sînt mile la infinit, ceea ce impune căutarea numai de soluții regulate în sensul din (7 6 18), Întrucît normala exterioară n este paralelă cu axa Ог și dirijată în sensul valorilor # negative, condiția la limită în tensiuni se scrie U) unde / este sarcina efectiv aplicată întrucît sarcina este normală, ( l) se mai poate scrie (гфтсйігі pentru j numai valorile 1 și 2) : ааз1»-о P (? ^î)? (^0 cu p(£T rj definită pe tot planul frontiera, și identic nulă în afara lui Soluția se caută sub forma reprezentării lui Grodskii Primele două condiții la limită (2) (j = 1,2) se scriu («Аз + J = l, 2* (3) Introducînd aci (7 4Л6), avem de calculat cantitățile Чт з H- ^з і :== ^А з J“ [(î- 2v)/2(l v)J — - (я Д 3 j- у B23 + г + Вол)и (4) Luînd acum s — O, obținem din (3) și (4) : ceea ce va fi cu siguranță îndeplinit dacă vom cerc verificarea relațiilor ” [(1 “ 2 ^Oj3 |л=по = — [a? Bb3 4" у В2т 3 ] !*«<>• (7) Cele două relații (6) sînt egalități între valorile la limită ale unor funcții armonice în z > O, și — prin ipoteză — regulate la infinit în virtutea teoremei de unicitate pentru soluția - regulata la infinit-a problemei luiDirichlet pentru ecuația lui Laplace în seini spat iu (vezi dc ex A Tihonov și A Samarskii , § 4 2), egalitatea se păstrează și m interiorul semispațîulni: ^ 3 ==“ [(1-2v)/2(1 - ѵ)]В3,„ j-1,2 (8) Relația (7) poate fi pusă acum sub forma ІА зіл-о [(î 2v)/2(l—* v)] [a? Взд H- У ^a slb-O’ (9) Membrul întîi din (9) este valoarea la limita a unei funcții armonice în й; > 0 Scriind paranteza din membrul al doilea sub forma [ж B3д + у B3 o 4- z B31 al 1^0 — [ж • grad B3]|e=o, (ceea ce desigur nud schimbă valoarea), și ținînd seama (vezi (7 4 9)) ea A (a? - grad B3) =2 div grad B3 = 2 Д = 0, 59G PROBLEMA SEMISPATHJLL'I ELASTIC Cap- 9 urmează că și m?mbrul al doilea din (9) este valoarea la limită a unei funcții armonice Aceeași teoremă de unicitate conduce astfel la relația So â = [(£ - S*W - (я Взл 4- у B3 2 + e B3,3) (IO) Derivatele funcțiilor Яй în raport cu z sc exprimă deci prin intermediul unei singure funcții, armonice și regulate la infinit ■ funcția Să notăm provizoriu Л-cQ, (11) (unde D este o funcție armonică, iar ie suficient să luăm Mai Tămine acum să determinăm funcția D din ultima condiție (2) în acest scop, amintim mai Șutii relația — Z t) l 2 u t ] c«-13 (17) Pe de altă pur te, din (7 4 1 В) și folosind (ll)~(13)t căpătăm wa>3 = H 0 Seri’ ind ultima condiție (2) sub forma (vezi și (ІДЛЬ)—(1 1 8)), obținem din (20) condiția ia limită [(3 ь)/4(і п (22) Soluția acestei probleme se cântă sub forma unui potențial de simplu strat, de densitate - (l/4n p ) gț^yj, repartizată pe un domeniu St*' (23) Scriind relațiile (7 2 31) și (7 2 32) pentru acest potențial, remarcăm că avem cos ф0 o, Oomparind (33) cu (7 2 20) si atribuind desigur indicele — valorilor Ia limită pentru c —> 4 0, obținem: = 2-в(5Гв) = -(1/2гі)9(^, 7]), (24) (unde ț?(ț,7])^0 înafara domeniului ^') întrucit normala exterioară la seni іяра-l iu coincide cu sensul negativ al axei Ofy putem wcrie (24) wb forma (25) Luînd și Q = F, și inirodueînd (25) în (22), avem [(3 - 4v)/4(l - y)3] ^(1/2И) д(5,7]) = ~ p(?fTj), ceea ce se reduce In egalitatea ?(^V]} = f/(5,7]), (26) dacă pentru constanta c alegem valoarea c = - 8(1 - v)’/(5 - 4 v) (27) Prin urmare, soluția problemei еИе dată de cunoașterea funcției Q data la rîndul ei sub forma potențialului de simplu strat ‘1(®, =^(1/4г|л)^[р(^г()/2гі în ce privește funcția w din (12), trebuie sa luăm evident Уі *) = — f1/4 * t^) J j P U? n)In + *> te primitiva în raport eu ~ a funcției armonice 1;7?)- Notînd aci JT = [■ j1 4- y‘ + г-, sc poale Rrâta r4 pentru Л' -* cc , mârimlh 11, to p oiE lind spre zero ca Î?H\ілг mărimile Q P Q,a,flhJ1 tind spre zero гц Î/Л1* Xotînd cu P rezul-iunla sarcinii p(^ тр pe se poate demonstm (similar cn L Srettnskll |1JT £ 1 9) vă funcția w tinde ІЛ infinit prulni ft' ■+« ca funcțiR (-ir} In (7-? -j r) Funcțiile (28), (29) se numesc potențialii lui Hertz Raționamentul precedent asigura dinainte verificarea atît a ecuațiilor lui Lame, cit și a condițiilor la limită și a celor de regulari tute b) Formulele hu Hertz Xc răniîiie să punem soluția sub forma cea mai simplă posibilă Pentru aceasta, ținînd seama de (11)T (12), (14) și (27), obținem 4(1 — v)(l — 2v) , , Bu = — ‘— -■ - (arta i + у , + zto a — (33) Introducînd acum (32) și (33) Sn (7 4 14), căpătăm ușor ехрйежа ft = - 4(1 - vjfcfl + grad [гО + (1 - 2v) «], (34} de unde, separind componentele: tq = z £1 t 4* (1 — 2 v) d>R,, m я — z £1 -ț (1 — 2 v) і ii1P înlntril nu eciiLiui- dec И pe £7 Acrul fapt joacâ un rul ѵы? uliul in probirmu eoni actului tj Aplicații Pentru determinarea vectorului tensiune, se poate face uz de formula (T Lft)j în care avem de introdus (34) Din (7U 17) și (36) deducem Ѳ div u = - 2(1- 2v) 11 3 , (37) iar din (31} urmează rot M « - 4(1 - й) (f 42 a - jQJ (38) Dacă dorim să determinăm de pildă vw-tonil-lensiiiue pe elemente de normală n /* (elemente paralele cn pJannl-frontieră), atunci avem : Я Я x rot « =2(1 - v) (fQ j H- JQ ă), (39) și, după calcule elementare, deducem =2[л(А-£213 - ograda *) (10) Să remarcăm că din (37), (3 3 22) ți (3 4 16) avem pe rind Ѳ = (3 X-|-2ц) Ѳ = — 2jEQ j (II) Ținînd *nama de condiția la limită (25), căp&tăin pe frontieră 4- o ~-[(1 - 2 ѵ)/|ф>(й|;в 0=-2{14-v)p(ț,7)) (42) Cea de-a treia din formulele (35) dei ine pe frontieră «3 L „ = [(l - >) /2 «|*J jj (5, 4)/У(«“~е)*+(У-Ч)‘ iW (13) a Sau încă, tiecînd la coordonate polare (b\z) polul în punctul de observație (ігтдо,0) și pastrînd pentru ^(5, vi) în noile coordonate uotj ția p (J??Z): «J L , =■■ I (1 - ») /2 -Ц] P (ft, z) d t( dZ (H) PROBLEMA SEMÎSFATn LUI ELASTIC Сир *) Aceste relații se dovedesc utile pentru a clarifica caracterul stării elastice in vecinătatea frontierei Astfel de pildă, fie că într-un punct al frontierei avem qu = &zi (cum e cazul în centrul de simetrie pentru o problemă cu simetrie axială) A doua relație (12) devine atunci 2anl, +0 + ’»), « = -2(1 + Ч) - (45) Ținînd seama aci de ultima condiție (2), deducem = ®4 ( =“Г^+ ѵ)р(^ 4) • In locul lui U in (4 40), obținem î/lî, aaiîel că (6) devine | /37TP-J/> r ^trcinihir denunțare n pai tizuli1 Iu va fi rgăln cu unde oste distanța dc Ia ( r, £/,*>) In irmiLin a domeniului S« PROBLEMA LUI NEUMANN 603 Fig 9 5 2 fntrJdl probjpina Ыг cu simetrie cenirală, ptu л fel tocit Una diu ele sâ I ri-acă prin punctul do observației Prin urmuri1, исеяіа ате Coordonatele l r, ()d 0)4 Dupâ cum se vrde pr flgiurâ, segmentul ЛВ arc lungimea | AB| ж 2 |Ая5 — г1 5Іп3Х* (11) Arcași а esie stin i segmentelor de hui ginii JVz) 4i Bo(~ yj nstld сл (13) devine n;i І ц f (15) *u I Noilnd aci î obținem deci : «a| ==o 2 1(1 - v)/x[jlI ap E{t)h (16) niuk Kțt) î | l — i1 bîrrZdz (17) Ju csli- inhgi-Jlj eliptică rtHiipielâ ilc a doua speță, de iiiodnl L Лег astă Integrală ntt рояСс li calculata cu mijloace ele-menUre, dnr valurile ol sînt iubii Iul e, Vom reveni asupra ei tn (Ю-18) In particular, pctilru x fi și i — 0, IVnlrli alte exemple, vezi de pildă A- Lurfe |4+ § 2 G 0, respectiv l l, obținem din § 6 PKOBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEM1SPAȚIUL ELASTIC 011) Sarcina tangențiali repartizată Pentru simplii ale, să ne mărginim la cazul unei sarcini dirijate după O i\ cei corespunzător sarcinii dirijate după (h/ puțind fi studiat in mod аітііак Cu aceastat condiția (4 1) devine ^зіL-o = " Pi (4? 1;зі1 — 0 j |J=1B = 0 (1) ( 01 PROBLEMA SEMrSPATULVl ELASTIC Cap, 9 (сошрш-ă cu (4 2}), Funcția pJE, tj) este presupusa continuă într-o porțiune mărginită a frontierei, și identic nulă în afara acesteia Ca și in §4, soluția se caută aub forma reprezentării lui Grodskii, cu ajutorul unor potențiali de densitate Prin analogie eu (4 28), se consideră mai iutii potențialul de simplu strat (л, f, z) = - (1/4 «(*) jj Л (5, 7)) Я~1 0 Ultimele două din ele n« sfatt regulate la infinit — ceea ce nu va influența insă regularii al ea soluției însăși Indicele superior „lv este un indice de numerotare, care pentru o sarcină dirijată in lungul axei Oy va fi înlocuit cu „21’ Pentru început, să căutăm o eventuală componentă momea n(J a soluției, unui ud a o corecta ulterior in așa fel, îucît toate ecuațiile și condițiile la limită să fee în definitiv verificate Dacă avem Aw^ — 0, din ecuațiile lui Lame urmează și grad div «n — 0 astfel că 0o — eonsl Vom presupune pentru început O0±=o, astfel că: A m0 = 0 , div u0 — 0 (8) Construind componentele Gal si ствд, obținem din (l), ținînd seama de (3): (ttî, s “h w« i) = “ - 3 t a + v/j j) I-™ hi *= 0 f (9) PROBLEMA ТЛИ NEOM A NN 605 întrucit în ambii membri ai ambelor relații (J)) intervin valori la limită ale unor funcții armonice și regulate, deducem sau in ca, prin integrare în raport cu s: uf == - 2 Q1 — f «S ! (іг , = — l й (U, (10) unde Orice eventuale funcții arbitrare de я, у în membrul al doilea sînt nule, hi virtutea regularității soluției căutate Pentru ca deplasările să se anuleze la infinit ca 1/ Й, este suficient să luăm a = b = oa în (Юк astfel că «î =«g =("«; 2 as (ii) Ținînd seama dc a doua relație (8), găsim acum - 2D’) + Prin construcție, vectorul w0 verifica ecuațiile Lame omogene, condițiile de regularitate, și primele două condiții ( 1), Pentru a ține seama și de a treia condiție (1), vom calcula componenta gJș сате — îut-rucît 0O = O - arc forma — 2 g, «5,3 =■ 2 pl-W r ( 17) astfel că in general avem desigur ,o-XOr GOG PROBLEMA SFMISPATlULCt ELASTIC Gap 9 Formulele (16) descriu deci o ștarfc în care tensiunile tangențiale la limită sînt cele date, dar în care apare și o componentă normală „parazitară”, a tensiunii pe frontiera Pentru a o elimina, trebuie să suprapunem soluției u0 o alta soluție de corecție ил a ecuațiilor Lame omogene, care să ші altereze primele două condiții fi) deja satisfăcute, dar sa conducă la anularea componentei normale a tensiunii totale pe frontieră Prin urmare, u este soluția problemei Ia limită ^[^+0 = unde (5, tj) coincide cu sarcina normală pe frontieră (vezi (4 2) și (4 26)) Avem deci mai întîi relația de tip £4,2) : e«l, +or- 71)5 (20) apoi, lelația ce dccinge din (13): și in fine și ultima relație (18) De aci deducem mai întîi, ntilizînd și (5), că ■ Ц =Ч'И 1,-40- W în virtutea teoremei de unicitate, de repetate ori folosită, egalitatea sc păstrează și pentru г > 0, și, după integrare în raport eu conduce la valoarea £1 V (23) Mai departe, potențialul logaritmic oj este dat de expresia tu = l 12 d# “V (b, Jia h* o unde trebuie să luăm n — oa; țmînd seama de (7), obț inem de aci b) Formulele lui Cerniți Componentele vectorului ue pot fi scrise acum efecliv, introducînd (23), (tM) in (4 35) și ținînd seama de (5) și (7) ; wî = z “h (1 2 v) ей ,*11 ? =g 4- (1 — 2v) , (25) = H2\ — 2 fi — v) (й\ sî SARCINA oarecare fe frontiera «07 Adunînd acum componentele deplasării ti0 din (16) eu cele ale deplasării uc din (25), se obține soluția căutată : = — 2 ш 4- & - 2v aa*u, ua = z *— 2 у c£Jls t (36) щ = *a 4-U ~2v) derivatele £2] tind spre йсгв ел I 7H; dcrivitU'le ш'; tind spre ичго ca 1/JT; derivatele o'sJfr tind ьрге zero ea I R'a; iu fine, derivatele tind spre zero гл 1//?\ t*rin urmare, deți integratele (li ți (H) nu sînt mârgtaJte in semhpațhil г> 0* formulele (Й0) dau o soluție ri-KiitaLă a proijicniți Fu himl, luu-sle integrali' pot fi privite mimai гн o notele comodă pentru di ihUe funcții de con&truH prin Intermediul lor Soluția corespunzătoare unei sarcini pa(5jiQ) dirijate după 2, ДО prin relații analoge cu (2), (4), (6), înlocuind în (26) potențialii de indice 1 eu cei de indice 2, și intervertind variabilele *rf yt precum și componentele §7 SEMFSPAȚIUL SOLICITAT DE O SARCINĂ OARECARE PE FRONTIERĂ a) Forță concentrată oarecare Baționamentele de la începutul § 5 pot fi repetate cuvhd cu ouvînL Potențialii (O), (6,4), (6 6) pot fi soriși sub forma unor produse de convo-luție, și formulele lui Cerruti rămiu valabile chiar pentru sarcini tangen^ țiale care nu sînt reprezentabde decît prin distribuții, în particular se pot considera forțe concentrate tangențiale, generînd stări elastice de- scrise prin potențiali similari cu (5 2) ■ Й1 =-(1/4^) «-*, (1) , (4} a;«=s! (5) 'COS FHOBLEMA SE MI SPAȚIUL UI ELASTIC Cop 9 Introducînd deci în (6,243) potențialii (1) - (3)T obținem formulele = — 2 Qx + s й>п — 2v , W'j, ^P1H 2v Că)] 12 ț (b) w3 = й Q'j — (1 — 2v) , căpătăm In definitiv: 4^ itj — pt [R'1 4- ±’ R-’+ {1 - ați) I(R + z)”l - х’Я-ЦЛ 4 »)"»]} [- + Pa{ хуЛ"*1 + (1 - 2ч) [ - хуЛ-ЦЯ-Н r)-*l} + + Pi{ «Я'*+(1-2ѵ)[ - хЛ~> (Л+ !)-»)}, 4ry ^ = p({ хуЯ“*4 (1 - 2ч) [ хуЯ'1 (Л + ’)'Ч} + + р {R~l + у* Я' ’ + (1 - 2ч) [(Я + р, [ ffifl-’l (1 - 2ѵ) [ 4 іф «j m Рд хі Л ’’ 4- (t — 2ч) [ + Pi { Л"» -J- (1 - 2ч) £ + Pi (Я’1 + х’Я"’+ (1 -2ч) ( Oruplnd нети pite două coloanele din {30), 1 и = «Я + 14- г)' 1 - у3 fi'1 (Я-| - г>'Ч} 4- (20) - yfi 1(fi-i 4“Ч} > xД~‘(R4 ■ «)”Ч} 4- уЛ 1(Л 4 - г)"1!} + Я"1 )}• i scrie (21) Pentru wl avem evident 4 л [i îi1 = p fR + (p * ®) (as/ Я3} , (22) așadar c expresie de același lip (dc^i nu identică) eu soluția (7,8 4^corespunzătoare țțțiunii unei forțe concentra Le O in originea spațiului elastic, (Amintim că acolo avem Д • 1/4 kll ) Pentru tt simplifica aspectul lui u2, vom folosi relațiile Іх(Л+ ?)“lJ,, = (Я + z)-1- X’Я’1 (H+ г) ’ [г(Л+ гГЧ - = ~ Я"1 (« + *Г5 , (23) [х(Л+ г)"’] 3 = - ж Л"1 (Л + г)"1, [Іп(Я f г)] іта х R^(R+ z)"1, [In (Я -I- :)| =іі4Гі(4!+іГі , (24) 1Іп(«+ г)[,, = Я”’ , precum și cele cu sc obțin dc aci dacă іпіегѵегііт variabilele x și p «10 PKOBLtMA S EMISE AȚI Ѵ1ЛП EXAJSTlC Cap, & Cu avem pe rlnd [4тг|і/(1 - 2v)Juf = p« grad [х(Я + H*h№ - 2v}]nS = P’ Brad Itfțfl 4- =)“']• (25) = p « grad In (Я + î) Jntrodnelnd acum (22) și (25) hi (21), obținem In definitiv u = p-да л 4 П — 2v)(p ,(£, y]) untle indicele i are acu-m- valorile 13 2, 3, se consideră funcțiile Q‘(®,y, s) = - se notează acum cu £13, ы’ Funcțiile considerate sînt legate între ele prin relațiile =0*, (32) ax a = u * (33) Utîlizmd din nou (Ь 26) și (4 35), precum și (32) și (33) inclusiv in formulele lui Hertz unde funcția шэ e introdusă numai pentru вішеігь zarea notației — obținem iza = — gQ3 4- # 4" 4- — 2 v (ffi\ + , «ft - 2fi» + + Q%) - — (1 — 2v) + to?8j Pentru simetrkarea fcrniulelor ede două paranteze din expresia u, pot fi înlocuite cu aceleași paranteze cc apar ți In tij ții мѣ derivate Ins A In raport cu ” Formulele astfel modificate se scriu împreună ca ц = 2 0 acționează o forță concentrata p Cazul frontierei fixe a fost studiat de L Rongved T N Șandru Aci, vom examina Cazul frontierei libere (B, Mindlin , , § 2,9*) Soluția trebuie căutata ca sumă a soluției pentru spațiul nemărginit solicitat de aceeași forță, și a unui vector de corecție care trebuie să fie regulat pentru z > 0, și să genereze pe frontieră tensiuni egale și opuse celor provenite din soluția pentru spațiul nemărginit* Ideea raționamentului este, din acest punct de vedere, analogă celei din § 6 țn terminologia din $ 7 12, ne propunem să găsim inatrîceă iul Green pentru problema lui Neumann pentru scmispațiul etastic- Dificultățile din § 7 12 uu mai apar, Inlrucît un corp 612 PROBLEMA SEMIS PA ȚIULUI ELASTIC Cap 9 nemărginit se pcate afla In echilibru sub acțiunea ипгі sMjyiire forțe aplicate asupra sa Келоі-vlud problema ți făchid apoi ca punctul de aplicare si forței să tindă spre frontieră, obținem din nou valoarea la limita a matricîi lui Grccn, deja întllnită în § 7, Este firesc să abordăm problema prin acea metodă (frecvent folosită în hidro din amică) care permite și obținerea funcției lui Green pentru ecuația lui Laplace pentru semispațiu : metoda reflectării introdusă iu teoria elasticității de 0 Somigliana a) Forța concentrată dirijată după normala la frontieră Fie pentru început că în punctul (0,0f -p A) acționează o foi ță unitară concentrată dirijată în sensul pozitiv al axei Oz Soluția corespunzătoare — notată u+ — se obține din (7 8 43) dacă luam drept punct de sursă punctul (0, 0T A) și alegem Q k Prin urmare avem = [(3 — 4v) к + (z - A) B;*R+J, (1) unde am notat й = (ф, t|, z — A), = У ф® + у2 + (z - А)® (2) Starea elastică (1J nu lasă desigur planul z = 0 liber Pentru a obține eliberarea lui de tensiuni, trebuie sa suprapunem soluției (1), alte soluții ale ecuațiilor lui LamG omogene, regultite în £>0, și care generează pe £ == 0 tensiuni opuse color generate de (Lj Cea mai simplă acțiune mecanică cu un astfel de efect compensator este desigur cea a unei forțe egale și opuse celei date, aplicate în punctul (0,0, — fc) Termenul corespunzător acestei forțe fictive este o soluție a ecuațiilor lui Lam£ omogene, regulată în % > 6, și care nu implică deci apariția vreunei acțiuni mecanice concentrate în scmi-spațiul я > 0 Acest termen — fie el u — se obține din (7 8*43) dacă luăm drept punct de sursă punctul (0, 0, — A) și alegem Q — — к : u ^~ [І/Ібтір (1 - v}] ЦЗ - 4v) Jfc1 к + + (г + Л) Й7ЭЯ,]О (3) unde am notat у, ? + A)? гг ***Я Ш Pentru а calcula suma tensiunilor generate pe planul z = 0 de deplasările (1) și (3), vom face uz de expresia (7 8 44) a vectorului ffjw), luînd pentru ambele soluții aceeași normală n — — к (normala exterioară la 0 ZiQ î>0 ■ W) ІГ Fig 0,8,1 j 58 -SARCINI JN PUNCTE INTERIOARE 613 scmispațiul #>O), ținînd seama în prima soluție dc (2) ți luînd Q iar în cea de a doua, utilizând (4) și punind £> = — A* Obținem astfel J ~ [ = + [(1 -2v)/8k(1-4)](R^C ) [1 4-3(l-2vH(z-A)* R;aL(5> și in mod analog *-t [(1 -2v)/8TC(l-vJ] (R /2F ) -(«) Luînd în (5) și (6) g = 0, și notînd Л+| -o = Л І^о = У®» + у2 + hi = г, (7) obținem pentru suma tensiunilor (5) și (6) pc frontiera: (ff±t + =- - Ц1-2ѵ)/4к(1- v)] hr-* £1 + 3 (1-2ѵГ1ЛѴ г] fc (8) Tensiunile generate de forțele к și — к lașa deci planul frontiera liber de tensiuni tangențiale Pentru a înțelege acest fapt, sâ tic imaginăm planul z— 0 ca aviml două iețe (r=4*(> ți z = —0) Flecare față este solicitat ii Ia același fel dc forțele acțlontnd In Hmispațlile cores-pttnzfttoorc (și care produc de ex o alunecare spre origine pentru torțele dJti fig 9 8 1) în virtutea principiului acțiunii țl tracțiunii, Ia ța r = — O transmite feței * = +0 o acțiune țgaLî țl de sens орпз^ ceea ce explică anularea sumei acțiunilor tangențiale oovspunz&toan pentru и отилі/М față, fie ea г - ■] 0, Să notăm eu л* componentele stării do tensiune obținute prin suprapunerea efectelor acestor două forțe concentrate (Semnul „terț” se referă la faptul că sarcina al cărei efect îl st udiem c dirijată după Gte ) Din (8) urmează așadar u = -^U = - WM - vj] 1(1 ~ 2ѵ)Г*+ 3 W] (9) Pentru a elibera frontiera, trebuie să adăugăm deci stării obținute prin sumare din (1) și (3), acea stare elastică, regulată pentru z > 0, și care corespunde acțiunii pe frontieră ii unei sarcini пайпейе, egale și de semn opus cu (9), ceea ce conduce la găsirea unui potențial Й* care să verifice condiția (4 25), așadar = (1/2^) 4)r (lț> unde f/(5, tJ este o sarcină normală fictivă pe frontieră Ținînd seama de legătura (4 2) între componenta 0 întrucit în (1 2) apare funcția rT vom căuta potențialul Q"' ca funcție de R : intr-adevăr, valoarea, la limită a lui este chiar r, iar IC nu se anulează în scmispaținl g >0, astfel că £lw poate fi construit cu ajutorul funcției l/7? și al derivatelor acesteia Să presupunem deci că avem ОЧМИ = 4 (13) Un calcul simplu da de aci £FS = - A (z + Л) 2Ț3 + 3 В (г -I- 1ÎL5 — В și deci l==o = ” (Ah + Б) (14) Prin comparație cu (12), căpătăm valorile coeficienților A — — 1/4тг[л, В Л/8т^( 1 — v); astfel că potențialul de simplu strat de determinat are expresia £Г = - (1/4^) {Й71 + [hp2 (1 ™ v)] ф + Л) Ji"3} (15) Potențialul se obține din (15) prin integrare în raport cu Z = zj-h: - (1/4т^) [In (7ÎL + 2 d- Л) — [A/2 (1 - v)] ЙТ*}: (16) Soluția în deplasări a problemei acțiunii unei forțe concentrate unitare, aplicate în interiorul seini spațiului și dirijate paralel eu te? se capătă deci însurnind (1), (3) și (4 34), unde O și w sînt dați de (15), (16) : n=[l/16rcp(l-v)]{(3 - 4ѵ)(7г;1-ГЛ-І)/г + [(^Л)^;^+->Ь?іЖ3^- ]}^ + grad — 4 (1 — v) к (17) b) Forță, concentrată dirijată paralel la frontieră Sa presupunem acum că în punctul (0,0TZi) acționează o forță unitară dirijată în sensul pozitiv al axei ()x Raționînd ca în pazul prcee- dent, vom aplica în punctul (0,0,—Л) o sarcină de aceeași intensitate, direcție și sens întrucit efectul acestor două sarcini este identic pentru fețele SARCINI LS PVMCTE У>ТЕ!11ОаЯ£ 615 z — 4- O, respectiv z =— O, e de așteptat ca tensiunile tangențiale totale generate pe elementul de frontieră de normală exterioară «*= —fc, să fie nule Vectorul deplasare corespunzător acțiunii forței S "i aplicate în punctul (0,0, h) вс va scrie, după (7 8 13): u+ — [(3—4v) + лЯ;’Л+1- Я J i - (fc-i) R+ + + 3 (1 -2^) 1 B;> (- kR J(i*R+) R J, sau încă \^[(1-2ѵ)/8п (1 |B;3H + (s—Л) i + 3(1-2 v)^ - fc)Bț»K+] (20) Pentru vectorul tensiune corespunzător lui (19) obținem înmodanalog tf :*-[(!—rt + («+Л)і+3(1 Calculînd acum suma tensiunilor aplicate pe planul я —0 obținem — ținînd dîn nou seama de notația (7) — : (*t* + - 14^(1 - [(1 -Șv) “ (32) C’a si în cazul sarcinii concentrate diri jate după 0^ va trebui să găsim o n treia soluție a ecuațiilor Lame omogen Cj corespunzătoare unei sarcini normale distribuite pe frontieră în acest scop, va trebui să determinăm potențialul de simplu slrat Q' (unde somnul , prior’ sc referă la faptul că sarcina de studiat acționează după Ox), din condiția la limită й'й1= й- (23) Rațicnind ca în (10) — (12) ,și ținînd seama dc (23), scgăsește condiția ^■s ltE=+n ’ (J + ^зз) |t = [l/8TtHÎ - v)][(l-2v) ЯГ-а~ЗЛ*#Г-*] f == - {(1 — 2v) gț + A) ta (-E- + z 4- A) - ÎL] + + A ta (iL + * + A)Xi (30) Soluția in deplasări a problemei semispațiutai solicitat de o forță unitară concentrată aplicată ta interiorul semispa țiului și dirijată paralel cu О я se obține deci sumtad soluțiile (18), (19) și (4 34), unde Q, w sînt dați de (28) și (30): и = [(3 ~ 4ѵ)(Я;і + + ^(S^R¥ -I -B~s R-)J + 4- grad [> tr + (1 - 2v) со'] - 4 (1 - v) (31) Pentru o forța aplicată îu (0,0,A) ți dirijată după Oy, soluția rezultă tot sub forma (31), tatervortind rolurile lui ar, u, i cu y, v, j, și Înlocuind potențialii Q', и' prin potențiali 1F, ш* ce se deduc în același mod din (28), (30) c) Cazul unei sarcini oarecare Soluția problemei semts pa țiului solicitat de o forță concentrată p de componente plf pa, pA aplicată într-un punct (0,0, A} se capătă acum prin auprapunere* Expresia finală corespunzătoare este greoaie, dar elementară OrbeuVATIE în rezolvarea acertel probleme nu intervin f unei ii in;ii complicate decit In problema semlspațiiilui solicitat pe frontieră: peste cele două soluții KidvjH-Somigltiina, avem de suprapus clte o soluții' corespunzătoare unei sarcini normat pe fronttarS, în determinarea căreia intervin numai potențiali de tipul (7*28), Componentele vectorului (31), ale analogului său pentru direcția și ale vectorului (17), stat componentele m&tricii lui (îreen in problema lui Neumann pentru seiniepațiul elastic* Comparația dintre calculele ce au dus la determinarea lor, și felul aproape elementar îu care se obține funcția tai Green pentru ecuația lui Laplace pent ru același domeniu (vezi (2 15)) arată încă odată 1 reapta considerabil mai înaltă de dificultate Ia cure se află studiul ecuațiilor lui Lam£ SS SARCINI IN PUNCTE INTERIOARE G17 Deplasînd punctul de aplicare al forței; numind efectele mior sisteme finite de asemenea forțe} în fine, în cazul unor sarcini continue, iiitegrînd expresiile mai sus obținute (înmulțite rit factori ce ciuc teri йен яй sarcina) — ее poate ajunge la rezolvarea de probleme variate relat i ve la semispâ-țiul solicitat in iul crierul său Gdcnlde dt efectuat nu sînt principiul mol dificile deeft cele diu ji "• înlradevăr, thiL fiind câ cea mal complicată funcție te intervine In problema dt fața este cea din primul membra din (29)* rezultă că soluția pentru cazul unor sarcini continue depinde de funcții de același tip cu funcțiile (7^S) (7 30) — cu deosebirea ci Integrarea (In wns propriu, sau Înlocui iii printr-o c&nvoluțLe) se efectuează pe euriir, suprafețe* sau domenii dc măsura spațială ПЦЧН1ІВ, conținute In Bcmlepațlul i>0 (Vezi de ex W Dean et aL i’l J ) CAPITOLUL 10 problema contactului elastic § L GENERALITĂȚI Problema contactului corpurilor elastice are o importanți practică deosebită : transmiterea forțelor se realizează cel mai adesea prin contactul unor corpuri solide, în prima aproximație, elastice Integrarea ecuațiilor problemei contactului (varianta tridimensională) e complicată, și pretinde totuși o asemenea Bcbematizare a fenomenului real, incit ne putem tace o idee precisă numai despre ceea cc se petrece în vecinătatea imediată a zonei de contact îmbinată cu utili -zarea principiului Ini Saînt-Venant, ea dă însă răspuns la nunwoase probleme importante Problema contact ului elastic a fost abordată corect pentru prima dată de către H Hertz Mare parte din rezultatele sale, inclusiv soluția problemei ștanței eu baza plană eliptică, precum și sugestia de a folosi acea dă soluție în problema contactului fără frecare, au fost obținute concomitent ți de către J, Boussinesq (vezi A Clebsch si B de Saînt-Ѵен liant , nota finală la §46) Idcea de bază stă în asimilarea corpurilor în contact, cu niște seini-spații; acea st, t îngăduie cercetarea comportării lor în vecinătatea zonei da contact cu ajutorul rezultatelor ouuoacutediu studiul prob le mei lui N cuinii nu pentru semtspațiul el istic în particular, se presupune că corpurile în contact sînt perfect lucii, (sau, ceea ca este același lucru, separate de un strat, do lubrefiant); nu există deci motive care să împiedice alunecarea lor locală unul pc celălalt în procesul contactului, astfel îneît componentele tangonțiale sie tensiunii la limită In zona, de contact sînt nule Problema este astfel redusă la o problemă de transmitere a unei sarcini normale, însă necunoscute, și repar tizato pe im domeniu de asemenea necunoscut Cercetările lui Hertz și Bousslnesq au fost urmate de studiile Iui A Hi uni к [l]ți ÎL Beliaev Lucrările lui X Mushelișvili , capitolul 6, ți L, tialîn , capitolul 1 — in problema plană a contactului —precum și cele ale lui A Lurîe (vezi ți și LGalin [ I], capitolul 2 in problema tridimensională, au adus metode ți rezultate esențial noi în aceeași perioadă, I Sneddon , a deschis drumul utilizării metodei transformatei Fourier, eu deosebire in problemele de contact plane țî cu simetrie axială Ca articole de sinteză în problema contactului, vezi J Goodier t § 9; JN Kîlcevski (ineluzînd și probleme dinamice de contact) j B §2 PROBLEMA ȘT A NT EI 619 Korenev ; G Fopov și N Rostovțcv ; D Șerman , capitolul 2, și T S 3 2 Vezi încă indicațiile din § 14 Ne vom limita aci la problema contactului /4r4/rerare ;i don? corpuri elastice perfect lucii Tcuite raționamentele vor li valabile numai daca, prin natura însăși a problemei, avem de-a face cu de formații și deplasări suficient de mici Cazul în care, dimpotrivă , sînt de dorit deformați i și deplasări cît mai mari ea de pildă în diferite procese de prelucrare a metalelor — necesită desigur cu totul alt punct de vedere Dintre diferitele posibilități : contact Intr-un punct, contact în lungul unei drepte sau curbe, contact pe o porțiune de arie nenulă a frontierei — ne vom limita la cazid iwlachJui inițial intr-un punct, sau pe o porțiune plană eliptică (eventual circulară) a frontierei (Unele soluții aproximative vor fi considerate și pentru alte domenii ) Vom începe prin a presupune că unul din corpurile în contact este un semispațiu elastic, iar celălalt este un corp rigid, de formă dată, numit ștanfă § 2, PROBLEMA ȘTANȚEl CA PROBLEMA MIXTA Șă presupunem că unul din corpurile în contact este semispațiul elastic £>0, iar celălalt este o știință {rigidă) Să presupunem că, înainte de a intra în acțiune forțele care vor face ca stanța лчі pătrundă in semi-spațiu, aceste două corpuri au fie un singur punct-fronticră comun, fie sc află în contact pe o porțiune de arie nenulă a frontierelor lor Vom alege punctul comun drept origine O, comună la rfoad sisteme de coordonate carteziene: sistemul O n/z legat de semi-spațîu, și un sistem CLYYZ legat de ștanță Axele Oz și OZ sînt dirijate după normala interioară la semispațiu, respectiva la stanță, în 6 Prin urmare, sensul pozitiv pe OZ coincide cu cel negativ pe Oz Axele O», □// coincid cu (XV, respectiv cu OY Sistemul Oryz este drept Notînd cu z = у !) = ф,г!л=г о = Q (J) 620 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap 10 In cazul contactului inițial pe o porțiune a planului frontieră, ecuația frontierei ștanței în această porțiune este pur și simplu И — 0, (Exemplu frecvent: un cilindru cu bază plană ) a) Condițiile la limită ale problemei Vom începe prin examinarea cazului contactului intr-un pracJ inițial j cele ce urmează se transferă, cu unele modificări ușor de înțeles, la cazul contactului inițial pe un domeniu plan Să presupunem că ștanța e supusă acțiunii unui sistem de forțe (reductibil, întrucît stanța e rigidă, la o forță și un cuplu), care o fac să pătrundă în semispațiu Echilibrul sistemului [stanță + seini spațiu] se va stabili cînd ștanța va fi pătruns la o anumită adîncime (necunoscută!), cînd punctul inițial de contact va fi fost înlocuit cu un dkweftw de contact (de asemenea necunoscut!) pe care ștanța vine acum în atingere cu frontiera deformată a semispațiului, și cînd tensiunile (tot necunoscutei) ce iau naștere pe acest domeniu, vor face echilibru forțelor aplicate asupra ștanțeL Să presupunem că deplasările și deformațiile ce apar sînt destul de mici pentru a îngădui utilizarea teoriei liniare In acest caz, condițiile la limită pot fi formulate pe frontiera netfe/bmatâ a semispațiului Prin urmare, deși domeniul de contact real are, evident, forma „bazei” ștanței, se numește domeniu de contact acel domeniu al planului # = 0 care deformați© intră în contact, punct cu punct, cu frontiera ștanței O astfel de înlocuire cere desigur ca deplasările și deformațiilo să fie suficient de mici pentru ca și dimensiunile liniare ale lui & să fie mici în raport cu razele principale de curbura ale suprafeței Z = C a unui punct oarecare de pe frontiera ștanței, cu deplasarea w>Q, căreia- îi este supusă frontiera semispațiului iu punctul corespunzător Deducem de aci (vezi fig 10 2 2) relația W i= S tp (£, Y]) în (7) Toate considerațiile mecanice de mai sus rămîn valabile pentru o ștanță cu bază plană ; în acest caz este suficient Șă luăm 0, căci mimai în acest fel punctele celor două frontiere intră în contact Dimpotrivă, în afara curbei S? trebuie să a vein p{ 5, q)=0* Prin urmare, dacă curba & nu este o linie singulară din punct de vedere geometric pe suprafața % = ? (^7 F), atunci trecerea de la presiunile pozitive din la cele nule din exterior trebuie sa se efectueze continuu, și deci = (9) Această condiție poate fi înțeleasă, Imagla^lu-ne procesul de pătrundere a ștanțcl cu un punct inițial de contact In seini spațiu, cu ел tinderea in timp a domeniului ^1, §i trecerea funclki p într-un punct dat de La valori nule, la vațtri pozitive tot nuri mari, pe mâfiurâ ce sarcina crește Dimpotrivă, dacă & este o linie singulară pe suprafața ștanței (de ex : pe o ștanță Cilindrică eu baza plană), ne putem aștepta la apariția de discontinuități ale tensiunii normale la traversarea acestei curbe Vom reveni asupra acestor chestiuni în § 0 PROBLEMA ȘT ANTEI 623 b) Ecuația integrală a problemei ștanței Putem trece acum la formularea problemei relative la Întrucît нетій pațiul este solicitat numai de sarcini normale, starea aa elastică cate caracterizată dc formulele (11 L35) Dc aci deducem (folosind notația w pentru te3; vezi și pag 689): w = eQ* — 2 (1 — (10) unde potențialul dc simplu strat □ e dat de (9 4 28): fi(r, JF, г) = — (l/4i:fi)țț[p(^ Ъ)іУ(х — Ъ* + (У — ЪІ2 + г*]й-О (П) Sf Introducind această ехргеяіе in (10) și luînd z — 0, căpătăm depla-eurcft w pe plan ui'frunți eră luiroducînd mai departe această valoare în condiția (7), obținem relația, valabilă numai în : '[(1 — ѵ)/2яр ]^[р(^ — £)’ + (y — îjJ»] dP = 8 — ]) Rezolvarea problemei ștanțeî depinde de posibilitatea, de a rezolva această ecuație, însoțită de ecuația de echilibru (5) și — daca este cazul — de condiția de continuitate (9)* Dacă vom determina din (12) funcția p(?xiq) ca funcție de ă și de anumiți parametri ce caracterizează domeniul (necunoscut) condiția (9) va furniza acești din urmă parametri ca funcții de 3 — și atunci va mai rămine să no servim de (□) pentru a găsi penetrația, și deci și forma domeniului și presiunea Pentru ф = 0,^ este cunoscut, și același raționament но poate repeta, fără a mai avea a ne servi do (9) — care de altfel aci nu mai are sens ОвФйѴлПА 1 Pentru cazul unei sandul excentrice, problema ce complicii datorită apa-rițieJ unui cuplu care Unde să facă șt anta cd te rotaucA în ultimă instanță, actasia revine la a introduce In (7) un termen liniar Iu £ țl : cei doi coeficienți suplimentari ce apar aslfel ce determină ca ți ț, făclrtd Insă uz >i de relațiile (6)+ care nu mai slnt acum Identic verificate Pentru căzui particular al țtanțel eu bază plană, problema a fost abordată Inițial de Vt Abntnwv țlb în cazul generat termenii din (7) pot fi luați In considerare numai fitilul uz de incloda Iui Lurje, deja indicată, Studiul ecuației (12) este o chestiune de o extremă complexitate Uneori, soluția acestei ecuații este cunoscută daca cunoaștem soluția problemei lui Neumann pentru semispațiul supus unei sarcini normale 624 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC C1LJ L 10 repartizate pentru anumite domenii de solicitare și anumite aspecte ale funcției pfțjij)* (Vezi exemplul de la finele § 9 5, pag 602 : dactâ baza ștan-ței are forma ее rezultă din (9 5 16), putem conchide că sub ștanță avem p = const ) Un astfel de procedeu de tip invers reușește insa numai rareori Problema se simplifică considerabil in variantele sale іші-dimcusio-nale, la care conduce în fonti problema contactului plan (cilindri infinîți în contact în lungul unor generatoare), sau a contactului eu simetrie axială Integrala (12) este valoarea potențialului newtoniau de simplu strat, de densitate proporțională cu repartizată pe domeniul (necunoscut) Valoarea acestui potențial ш orice punct interior lui & este dată în (12) prin intermediul funcției cunoscute (p(®}y) și al unor constante necunoscute Acest fapt aratii сД pentru studiul experimental al probleme^ slnt utile orice anukgii (In primul tind, electrice) care conduc ta determinarea densității de potențial, atunci cînd icsușj potențialul e dat tu domeniul ta care densitatea sa e neidenlle nuli (Pentru detalii în acest MM, vezi dc ex* L, Nițcțkil fi] ) în cele ce urmează, vom studia ecuația (12) tot pe linia unei metode inverse, totuși suficient de generale și de sistematice, și pțrmițînd abordarea problemei clasice a contactului Pentru simplitatea scrierii, vom folosi frecvent notațiile j>(f) S P( fa), » (V = V, 0) = țț 7f~~ -ii • t13) ЛІ Ц* — 5)3 + (y — ti)2 Si întrucît în (12) constantele щ v nu intervin separat, este firească considerarea unei noi constante a materialului1) Ѳ = (1 — v)/2nțu (14) Ecuația problemei ștanței solicitate central se va scrie deci o (([?(tn)/î»"^jî] AD = 8- 9 (a-,y) În3f, (15) de integrat cu condiția (5): Jj P ( 5, 7)) dP = Г (16) ai A nu sc confunda cu dilatarea de vcîuni 6, sau cu unghiul 0 FRGBLEMA £ TAS 7 El 625 în cazul unei ștanțe cu bază plană care pătrunde în somi^pațiu fără a ae lOtij ecuația (15) ae reduce la 0 jjb(5, ч)/ У (® - I)* + (y- țpJ > 0 (22) pentru tt1 , unde -2 sînt mă suH pozitive De aci иппевдА ей măsurii rare- realizează minimul lui (21) este unic determinată, precum ți câ ea este porfffpâ, DacA frontiera S’ a domeniului satisface condiția lui Polncnrâ’),, atunci potențialul dc echilibru este constant Iu f(wde pune Lite din ț- 5*, § 3, POTENȚIALUL DISCULUI ELIPTIC ÎNTFUUN PUNCT INTERIOR TEOREMA LUI GALIN Șl ȘTAERMAN Să presupunem pentru început ей domeniul este de formă eliptica, aqadar deplin caracterizat de cunoașterea semiaxelor aT b ale frontierei sale 2? : «y + y«/M = 1, (1) Întrucît ecuația (2 1 j) este valabilă în ne va interesa expresia potențialului (2 11) pentru puncte interioare elipsei (1) pe planul 2^0, Vom nota v(x) i= V(a?t 0) = — 4"гл 2/j 0) = țț - t are ® (2) -) Capacitatea mulțimii compacte A' rete n umărul 0, C>0 (10) (11) (Prima relație este evidentă; cea de a doua rezult» din faptul că punctul [j:, y) este interior elipsei ) poluția, ecuației (10) este Лл(х) = [- в + (12) unde В2 tĂC’> Ba 0 ; am ales semnul pozitiv pentru ca să avem ВД >0- Ținînd Seama de notațiile (Й), obținem acum din (7) unde sau încă ț (%) — \ (AC - 2 AH R - АЧ1*) • □ Pentru a putea face aci schimbarea evidentă de variabilă 008 0 = [B(i) + R А(х)]/У3*(х) + CAțx), (13) (14) (16) (16) unde x aTC rol de parametruf și unde limităm variația lui 0 între 0 și tt «(pentru ca corespondența stabilită între 0 si й să fie biunivocă), trebuie să ne convingem că mărimea din (16) are modulul cel mult egal cu 1* Amin* tind că avem O O, deducem că В 0, urmează ca primul raport din (17) este în modul cel mult egal cu 1 Schimbarea de variabilă (16) este deci justificată Vom nota cu 0(x) acea valoare a Iui 0 caro corespunde valorii J£=Oj astfel ca соя 6(X) = В(z) / рЧх)4- z] — și deci 0[B,(x), xJ-O- (lfl) 5 3 POT]£MтTALUL DISCULUI ELIPTIC 620 Eelațiile (18), (19) dau limitele de Integrare în raport cu 0 Prin diferențierea relației (16)f deducem și dB - (1/ УЩ УвЩ И ein Ѳ dO, (20) astfel că după calcule elementare, (15) devine Z}(x) = \ U/M) (B2IA 4- O)' sin?' 0 sin2'o ae, (27) Л) Jq expresie identica cu tj(x), abstracție făcind numai de limitele de integrare în raport cu 6 Rămîne deci de efectuat o ultimă schimbare de variabilă, care să lase intact integrandul, și să modifice convenabil limitele de integrare Luînd 0 — tu — 0', (28) limitele O și r: — 0 (ф) sînt înlocuite prin limitele л și Ѳ(ф) în raport 0\ Avem desigur sin G = sin (V și dO = — dO', astfel că (27) devine - Г йф t?; (X) =: ][Бг(ф)М(ф) + ОУ вйг' О'аѲ' (29) О 630 problema contactului elastic Cap 10 Adunind acum integrala ij(jr ) sub forma ce rezultă din (13) și (31) (așadar forma (20), dar cu limitele 0 și - în integrala în raport cu x)f cu integrala ф?(&) (29), și no tind variabilele de integrare în ambele integrale cu aceleași litere, fie ele din nou % și Ѳ, căpătăm" St: a3 — т,г/&г (13) Pentru a calcula integrala din (13), fie ea J'f vom trece la coordonate polare cu polul în origine: ț — cos X) V = Я sin Xr dD = 2? dl? dx- (14) Notînd și aci cu !?0 (x) distanța la punctele de pe frontieră, căpătăm J’ = t dx l R AR/} 1 - P* [(cos2 x)/«2 + (sin2 X)^8], (15) lo lo unde coeficientul lui R2 este chiar A(x) din (3 9) Prin urmare, pe frontiera elipsei avem JKq(xM(x) — 1? astfel că (15) devine p = -Г [iM(x)J ахГм* a [h - л(Х)М -’o Jo 54 ȘT ANTA cu baza eliptica plana 633 de unde 7*-f [lM(x)]dx- (16) Jțj Q Ținînd seama aci de (3 9) și de simetria integrandului, avem J'±±=4a2i2( dyjfa2 sin3 у b2 соя2 yj, (17) Jq și încă, după schimbarea de variabilă tg у = (b ța) ft obținem J' - 4 a-b5 (d tgx)/{«a tg2 X + *ă) =4a&f"d ], (21) și problema este complet rezolvată b) Despre -repartiția presiunilor sub știință Xotind presiunea medie sub stanță cu p„ = P/O, (22) se vede că presiunea p(5,iț) ia valoarea minimă în centrul lui & : ?mr«==J>(M) (2&) Dimpotrivă, ea tinde la infinit iu vecinătatea frontierei a lui frontieră care constituie o linie singulară pe suprafața ștanțeL Unei repartiții uniforme a deplasărilor îi corespuude așadar o repartiție extrem de neuniformă a presiunilor (Vezi șl § 2, pag 62j ) 634 РЗО1Л-4ЙНЛ CONTACTULUI EUkSTÎC Op 10 Rezultate sugestive îu le gâturi cu comportarea presiunii în vecinătatea liniei au îost date (atlt la сайui problemei ștanței plane cit ți in eel al stanței cu baza plană circulară) de către I ștaerman [1J, И 3-3 șî 3 3, In fapt, întrucît presiunile crase considerabil în vecinătatea lui 2% materialul trece ясі în stare de deformare plastică, sau sc fisurează Aceasta duce la o redistribuire a tensiunilor de naturii să evite apariția de tensiuni infinite, lipsite de sens, § 5 PROBLEMA ȘTANȚEI ȚARABOLCIDALE ACȚIONATE CENTRAL Vom numi pe scurt stanță paraboloidalăt ștanța a cărei frontieră este un paraboloid eliptic? de ecuație z = 4 (X»/p' + У«/р”), (1) unde p\ / sînt razele de curbură principale in origine Evident, axele 0ЛЕ sînt tangente la liniile dc curbură de pe suprafața ștanței, și trebuie să avem p\ p" 0 Pentru a fixa ideile? vom alege axele astfel îneît p" pC Ecuația- integrală (2 15) ia acum forma iar condiția de echilibru (2Л6)ramine sub aceeași formă : # = ÎJ (3) Din aceste doua ecuații — unde p'? pȚ Ș și P sînt cunoscute — trebuie să se determine domeniul de cont act presiunea p(£t rj) și penetrația a) Potențialul discului eliptic Să presupunem că Я2 este tot o elipsă, dc a-xe Ox, (P;, și avînd drept lungimi ale semiaxelor, valorile (necunoscute) a și A Aceasta revine la a admite că punctele frontiera? distribuite după o d ©formație destul de mică (și neînsoțită de o rotație) pe o suprafață a cărei proiecție plană e o elipsă? au fost situate înainte de deformație tot pe o elipsă Mai departe, este firesc să presupunem că 6 C : amprenta lăsată de ștanță pe semi-spațiu va avea dimensiuni liniare mai mari după acea, direcție, în lungul căreia raza de curbură este mai marc 55 ȘT ANTA РАНА BOL Ol DALA 635 Presupunerile făcute vor fi desigur justificate numai dacă soluția, satisfăcînd tuturor condițiilor problemei, va putea fi construită pe această cale, întrucit este eliptic, iar sarcina este centrală, vom admite căp(?,7)) este de forma (3 3) Membrul al doilea din (2) conține deci funcția din § 3, 'și ecuația (2) devine У, 0) = (1/0) [ s -1 ®7p' - І ^/p”', • \ 2 2 / (4) Comparînd membrul al doilea al acestei expresii cu (3 35), constatăm mai întîi că trebuie să luăm — 0 pentru j >- 2 Mai departe, dacă 2 (5) Determinarea ei efectivă depinde, ea și în § 4, de găsirea constantei a2 — dar și de cea a constantelor a, bt Aceasta face ca determinarea Ini dtj să nu mai fie independentă de cea a penetrației S Formula (3 35) fie reduce acum la (#sin х^У сов X)3 (6) o de unde, efectuînd calculele: unde am notat Z f Г1/(аг sin2/-;-^3 cosa хУ;-] d/T [Sin* Sîâa X + cos* x>] dfc, (?) (S) (Й) I» = t [cos2 x/(a2 sin2 x + b2 cos2 x)’,sl ^Z» (10) -■u 1,« = ț [sin x cos x/(aa sin3 x 4- b* cos2 хГ‘] )]K(k), (19) de unde rezultă imediat valorile căutate, ca expresii raționale de primele două integrale elipt ice complete : 2 кгл3 К (fc) — E(fc) 2 Г E(k) kW 1 - k* (20) Este însă de preferat să punem Z1? 72 sub o altă formă, conținînd dm-ivalele *) integralelor eliptice complete în raport cu modulul Pentru aceasta, din (4JI) obținem mai iutii K(k) = dK/dk = kC * [ sin* ф/(І k* sin* ф)а 4] сіф Л* (21) Or, aceasta derivată poate fi scrisă ca funcție rațională de K(k) și E(k) : ținînd seama de (4 11) și de relația (17), deducem K(k) - к J» 1—k2 - Kțk) ■ (32) Tot astfel, din (І8) căpătăm mai întîi E(k) = dE/dk = - к f* [sin* ф/(1 - к® віп» ф)1'»] dtp, )■ (23) *) Le vom nota cu un punct, Ini rudt semnul „prim” este rezervat în teoria integra’ tclor eliptice pentru alte scopuri, ți nu exktâ nici и primejdie de confuzie ВДВ PROBLEMA CONTACTULUI: ELASTIC Сф 10 фі mai departe, utilizînd (4 11) și (18): 1 ptt/й — кіи2 di -4- 1 — 1 1 W) = T -7; -;/~йф=-[Е(к)-К(ад (34) k Jo (1 — k2 sm^)va k Comparînd formulele (20} cu (22), (21), avem imediat Л = - 2k~L й’^Е(к), Д =! й“аК(к) (26) Introduci nd acum valorile (12), (13) și (25) în (7), căpătăm Ѵ(^^0) = гсйлДК(к) + k"1 a-*E(k) - k-^ ^Kfk) (26) b) Ecuațiile problemei Să comparăm (26) eu expresia (4) Prin identificare, căpătăm uu sistem dc trei ecuații, la care adăugăm și ecuația de echilibru (3): кйОі K{k) = 3/G, {27} — {Ttbajka?) E(k) = 1/3 Op', (28) (тг^/k aa)K(k) = 1/2 Op", (29) П У1 ““ ^Jbs = Р (30) âf Acest sistem poate fi încă simplificat dacă calculăm integrala, din (30), fie ea notată Baționînd ca în (4 15) — (4-18), avem pe TÎnd J" = -L [l/2X(x)]dZ d[l - Л(х)йг]3/\ Jb Лэ 3 йаи încă = „ [l/A(Z)]dx[l ^A(Z)^]^ = 3 Ій |o = lf PM(/j]dX, u Jq ceea ce, eomparînd cu (L16), (4 18) dă imediat J" == — -^ab 3 Cu aceasta, ecuația (30) conduce la valoarea «1 = ~(m, 2 (31) (32) I* 5TANTA ракавоьошлі-А 639 iar ecuațiile (29) — (31) iau forma mai compactă — (P/a)KW«=W, (33) 2 - (P/ka3) Й (k) = 1/26 ₽', (34) 2 A (p/fca>) К (fc) = 1/2 Ѳ p" (35) 2 Sistemul (33) — (35) (într-o formă mai complicată, și eonțhiînd înseși integralele eliptice) a fost stabilit de către H\ Hertz, [I], al cărui nume îl poartă Ținînd seama dc (32), expresia (5) a presiunii devine pU, 4) - 4 fi - (36) a ceea ce nu determină încă funcția p( (întrucît a, b nu sînt cunoscute), dar dă totuși unele informații asupra repartiției presiunilor sub ștanțik Astfel, se observă că presiunea își atinge maximul în centru, și anume Jeleai — 0) = ~ 77^’ (37) unde p„ este presiunea medie (4 22), După cum s-a prevăzut în §2, presiunea p(£T tj) scade spre frontiera domeniului de contact, și este nulă pe Pentru a găsi semiaxa mare a elipsei de contact, să introducem mai întîi (21) și (22) în (34) și (35) Aceasta dă 1/2 6?' = 2(P/k*a3)[K(k) - E(k)], (38) 1/26?“ = A(P/k“№) [E(k)/(1 - k*) - K(k)] (3‘J) A d unind membru cu membru aceste dona egalități și no tind curbura medic a ștanței în origine cu H=-(l/p'H-l/p'h (40) găsim eu ușurință Z H/0 = ! (-P/k’e*) [kEB(4/(l - (41) €10 PROBLEMA CONT ACTULUI ELASTIC Сэр 10 ■ceea ce dă- valoarea căutată a semiaxei mari sub forma a — s I -f- - ^)] , (42) unde mărimile H, Ѳ și P sînt cunoscute, iar к urmează a fi determinat Lungimea semiaxei mici & rezultă evident din (4 7) : Ь = a K1 - fca (43) Penetrația S se calculează din (33) sub forma (similară cu (4 20)) S « - 0 P [К(k)/«l (44) c) Comportarea mărimilor k, a, 6, Rămîne de găsit excentricitatea k Drumul de urmat rezulta din examinarea ecuațiilor (34), (35) : Împărțind u de termen cu termen, se obține o ecuație transcendentă care conține numai pe к și raportul razelor de curbură p'7pz- studiul ei ne vom ocupa în §§ 6 și 7 Pentru moment, reținem că к depinde exclusiv de forma științei, ceea ce sugerează să izolăm în (42)—(44) și (32) termenii сате depind de k, de cei care depind de HT Ѳ și P în felul acesta, se constată că semL axele elipsei & sînt proporționale cu H"13 Ѳ1/3 P13; aria ei este proporțională cuH-2 3 O273 3; presiunea maximă este proporțională cuH273Ѳ^2/3 Рѵз, iar penetrația S, cu HL 3 O2' 3 Fsa Presiunea maximă (și deci și tensiunile in punctele cele mai solicitata) crește ca radicalii] cubic al sarcinii: daci dc pildă sarcina se dublează, presiunea maximă, crește numai eu 26%, Aceasta se explică intuitiv prin mărirea domeniului de contact, și solicitarea mai Intensă a unor porțiuni mai mari din semîspațîu Mărimile de interes тесаніе a, și S cresc odată cu P (ceea ce era de așteptat) și eu H (așadar, cu cit razele de curbură slnt mai mici, deci cu cît ștanța e mai apropiată de aspectul unui „vlrf”) Penetrația S crește odată eu Ѳ, așadar este eu atît mai таге, cu cît rigiditatea p e mai mică Dimpotrivă, presiunea maximă fiA scade cînd 0 crește, așadar e cu atît mai mică cu cit rigiditatea p, e mai mică Pentru ca penetrația 3 să fie mică, trebuie ca у să fie mare, așadar ca materialul semi-spa țiului să fie „cît mai rigid’’ Dimpotrivă, pentru ca presiunea maximă u1 să fie mică, trebuie ca u să fie mic : aceasta este ușor de înțeles, deoarece pentru [i mic, 0 este marc, și deci penetrația și aria de contact (pc care se repartizează presiunea totală) cresc Alegerea formei ștanței și a materialului semispațiului (in măsura in care ele sînt la dispoziția noastră) depinde deșigur de condițiile de satisfăcut; în particular, de faptul dacă este de dorit o penetrație mică, sau tensiuni mici £ 6 ECUAȚIA LLFI HERTZ 64 1 §6 STUDIUL ECUAȚIEI TRANSCENDENTE A LUI HERTZ 3& ne fixăm atenția asupra determinării excentricității к (L Solo-mim , [ = (ЁК - К Ё) /К? fî(fc) = - ( [șm* Ф/(і - fc2 sin* фр'а] аф, (9) Jo în particular, e limpede că funcția /(k)eC°]0,l[- Dar încercarea de a demonstra direct că ea păstrează un semn constant nu duce la țintă* Vom raționa de aceea în modul următor Ecuațiile diferențiale verificate de funcțiile K(k) și E(k) se obțin ușor din (5*22) și (6,24) Anume, avem mai întîi și încă prin derivare în raport cu к : Introducind în prima relație (11) valoarea lui E ca funcție de E și К din a doua relație (10), și apoi valoarea Ini E ca funcție de К și К din prima relație (10)T obținem ecuația (1 к2) К + (1 — Зк1) к 1 К - К = 0* (12) Introducând în а doua relație (11) valoarea Iui К ca funcție dc E și К din prima relație (10), și apoi înlocuind pe К prin intermediul lui E și Ё din a doua relație (10), avem șt (1 к*)Ё + {1 - к»)*Г* В + E = (h (13) Vom nota pe scurt л = к, в = к (i4) Derivînd ecuațiile (12) și (13), obținem ușor SG ECUAȚIA LUI HETITZ G43 înmulțind prima din aceste ecuații cu fi, pe cea de a doua eu A și scăzîndU’le membru cu membru, căpătăm (ВЛ ЛВ)+ ’^(ВГ-ЛВН'2 1 ВА-4т1-ЛВ = 0, k(l^k*) 1 — к3 1— k* de unde, notind încă căpătăm ecuația diferențială liniară ne omogenă de primul ordin ■ t — 2 • С -ь - C (2B + к В} А = О (17) fc(l - к>) 1 -к3 fSoluția acestei ecuații este (vezi V* Smirnov , voL 2$ pct* 4): 1—5k3 k(l-k2) dk X x h’o+f “ + exp Jo 1 — K-"1 (1Я) unde Co — C(0) Ținînd seama de (16), (11), (5 21) și (5 23), găsim C\ = C{0) « E(0) K(0) - Ё(0) К(0) - 0 (19) Termenii exponențiali din (18) sînt evident pozitivi Funcția А К este, în virtutea relației (5 21), pozitivă, în fine, expresia 2B + кВ -— 2 E + к К este negativă, după cum rezulta din (5 23) și (9) Prin ur mare, funcția C(k) definită de (18), (19) este неда-trrd în intervalul ]0,l[ întrucît C(k) este numără torul expresiei j(k) din (7), urmează că funcția /(k) din (5) este descrexwiloare pentru к s ] 0,1 [ Așadar, rezolvarea ecuației transcendente (6) ртіп tabulare» primului ei membru este permisă b) Rezolvai ea ecuației tui Hertz prin tabulare Introducînd expresiile (6 21) și (5 23) în (5), obținem /(к) = [Г* d unde exponentul m urmează a fi determinat, în acest scop, să considerăm dezvoltările în serie cunoscute (vezi L Rîjik și I- Gradstein , §§ 6 113 și 6 114): E(k) == — я, 1 — k*-~ 2 4 64 9 64 Г(2п-1)!Я“ 2*n! Г(2п — X)!!1 2 1 2"n! 2n — 1 (3) $ 7 ЕСТ? AȚI Л LUI HERTZ 643 De aci se deduce ușor flf ) = - Ё(к)/К(к) = 1 - —ks — 3 k* — — k* — — k« - ,(4) 4 r 1 f OS чЛ 39 211 * 1 Primii doi termeni ai dezvoltării in serie a lui /u(k) vor coincide eu primii doi termeni din ( l)T dacă luăm w = 3/4 Atunci din (1) urmează astfel că in fapt termenii celor două serii coincid pînă la cei de gradul 5 inclusiv, iar deosebirea dintre coeficienții termenilor următori este foarte mică, Comparind valorile calculate pentru /(k) și /0(k)t se observă că relația (6) c respectată pînă la a treia cifră semnificativă, (Deosebirile pentru к = 0,6 și к =0,7 provin din rotunjirea celei de a patra cifre ) —W к /(k) W4 0,0 1,000 1*000 OJ 0,992 0,992 0,2 0,970 0,970 0 3 0,932 0,932 0,4 0,877 n,877 0 3 0,896 0,806 0*6 0,715 0,716 0,7 0*603 ll GO-1 0*3 0,461 0 464 0,0 0,285 0 288 0,05 0,171 JJ75 0,93 0,084 0,089 0,99 ■ 0,048 0,053 1,00 0,000 0,000 Fîr HL7X Ln scara fifiurii 10 6 1, crit două curbe nici nu pot fi trasat*1 separat* ЛЬзІсН vizibile se COnilatâ numai pentru к 0*95 liisil mi funcțiile f (k) 51 f0(k) ne intertseaz ii, ci valorile lui k, respectiv valorile sale aproximative (pe care le vom nota corespunzătoare aceluiași fi= ftk) înlntcH panta ambelor curbe este foarte marc pentru к 0,95, rezulta {vezi fifi* 10 7*1) ей pentru aceeași valoare h, se obțin abscise к *1 kfl ce diferă numai cu foarte puțin* Trebuie amintit și сД, pentru valori mari ale lui к (așadar pentru o elipsă £zî foarte alun gJtă), Iniftți pwmutaren problemei sc schi mini, deoarece contactul Inițial Intr-un punct se Inlu-cuicște practic vorbind cu contactul In JuiiRuJ iniei linii 646 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC C:ip 10 în definitiv, cele de mai sus permit sa înlocuim ecuația transcendentă (6 6), prin ecuația- algebrică (1 = {7) a cărei soluție evidentă- este k0 = J£F^7^ t (Я) Tabnlînd funcția (8) și eompannd eu valorile ce rezultă din tabloul de la pag 644 pentru k, constatam că eroarea relativă пн atinge 0,2%» rezultat deplin satisfăcător Introducînd (8) în (4-,7), obținem și bja = h3'\ (9) Or, cunoașterea raportului bja echivalează cu cunoașterea lui к — și deci relația elementară (9) înlocuiește cu totul ecuația (6 6) In studiul problemei b) Rolul excentricității Să amintim acum (vezi finele §5, pag* 640) posibilitatea de a izola îu expresiile pentru я, bf Ж a2 factorii ce depind numai de k Vom norma acești factori în așa fel Sncît pentru к = 0 (domeniu de contact circular) ei sa ia valoarea 1 Ținînd seama și de valorile 15(0) = KțG) (Ю) (ce rezultă din (2) și (3)), obținem mai întîi din (5 42) a(& & P) = ж(к) ЯГ(Н,ф«) , (И) unde am notat ЩН, (13) (13) Mai departe, din relația (5-43) urmează &(p6 p", # P) = n(k) Л/(Н, 6, P), unde Jf(H, 0, P) are valoarea din (13), îar ii(k) = - [И(к)У^ ECL’ATJA LUI HERTZ ti 17 Introdncind acum (11)—(13) în (6 44), căpătăm R(p-, р\ 0, P) = r(fc) Л’(Н, Ѳ, 7>), (18) unde (I - Jj*V« • *(H, în fine, mtrodttcind (11)—(15) in (6 32), obținem ți M₽'> ₽% 6, Р) = *«Я(Н, в, P), (17) (18) (39) iniile am mitul #(k) = (1 - k2)1'» [B(k)]-1'1, (20) Sțw, 6, P) = [вк~* Hs 6 2 pyrt (21) în felul acesta am izolat deci factorii ce depind de natura mecanică n problemei (așadar de H, Ѳ, și P), de cei care nu depind decât de k (așadar de o anumita ipoteza matematică asupra formei lui £2) Funcțiile m(k) și /*(k) an fost considerate și tabulate de către H \V hi ternare și 8 Pet rentai Ф de atunci de repetate ori utilizate (vezi de ex Lu Leibenzon , §73; S Timoshfcnko și J Goodier [ I ]T §126) Dar numai funcțiile r(fc) și s(k) prezintă interes principial Pentru a le cerceta, să ținem seama de dezvoltările (2)} (3), precum și de seriile : [ВД1М-1Ѵ 1 и 2и «и Ж» \2/ 3-4 3*4* 3*‘4* 3S«2]4 8Й tP 17909 -ke 34 913 35 (1 — = 1 A k2 —L ~ — k® — A- k8 3 за 3* 3я 5 • И k S U I? fc 6* -1 • 6» (23) ВДГ = Introdueind acum (2), (22) și (23) în (17) și (20), obținem r(k) = 1 — 2 s k* [1 + k* 4- (1 - 29-2”a) k* s(k) = 1 — 2"‘ k‘ [1 + k® + (1 - 31’2 e) k’ + (24) (25) «ia PHOBLKMA CONTA C TUI UI ELASTIC Cap 10 așadar doua serii evident convergente, cu primii termeni aproape identici, și care depind numai în foarte mică mânură de valoarea excentricității k Vom lua în general r(k) = fl(k) = 1 - (1/32) И (26) unde f(k) = I + k* -f- 0,88 k* + (27) Aceste formule sînt dc același tip cu formulele (5 15 28), (5Л 5 27), care pun in evident A redusa măsură In cape rigiditatea KeometrieA la torsiune н barei de secțiune eliptică depinde dc excentricitatea elipsei de secțiune Remarcăm ей funcțiile ^(k) 0 f(|Q sînt aproape Iden* licc, dar соеГісіспіиІ 1/8 din cânii torsiunii este Inloeuit aci cu 1/32 mmhd așadar o și mai mică importanță а excentricității (deci a formei) elipsei, Aproximând funcția l(k) din (27) cu primii termeni ai unei progresii geometrice de rație k-, vom putea înlocui funcțiile din (26) prin t(k) = 1 - (1/32) k*(l klfi)/(] - k*) (28) Dam aci tabloul funcțiilor r(k), s(k) și ((k), pentru im pas egal cu 0,1, și cu unele valori intermediare pentru к 0,95, în același tablou арат (folosind valorile de la pag 644} valorile tr1 = pf/t/ enre poate fi numit coeficient de twriire al ștanței Flg, 15 7 2 к r(k) 5(k) Z(k) p7p* 0,0 1,01)0 1,000 1,000 l>00 iM 1,000 1,000 1 000 1 01 0,2 1,000 1,000 1,000 1,03 0 3 1,000 1,000 1 000 1,07 (M 0,999 0,999 0 999 1,11 0,5 0 997 0,997 0,997 1,21 0,6 0 991 0 991 0,994 1 40 0,7 0,980 0,986 0 985 1 f66 0,8 0,968 0,969 0 96B 2 15 0,9 0,920 0,922 0,912 3,60 0,95 0ЛМ 0,859 0 854 5,85 0,96 0,830 0,836 0,840 7,00 0,97 0,797 0,807 0 820 8,7(1 o,w 0,750 0 764 11 0 0,99 0,667 0,699 w- 20,7 0,999 0,419 0,4 78 200 0,9999 0,243 0,327 Й000 1,0000 0 000 0 000 — oo Tabelul și graficul alăturat arata deci ей în cazul unui punct inițial de contact, coeficientul de rotunjire nu influențează sensibil elementele mecanice esențiale 3 și ar Brusca modificare a aspectului curbelor r(k) ECUAȚIA LUT НЕЯТЕ 649 ți ațk) pentru к -► 1 (așadar ft-> O) arată tocmai ea pentru astfel de valori are loc и schimbare a earadernlui problemei, care trebuie formulată ca problemă de tioirtact Си îwn^wf unei linii e) Formule aproximative Cele de mai sua arată că, între limite destul de largi, putem evalua mărimile S și aub forma aproximativă JE(H, 6, P) și 8{Hr Qt P) din (18) ți (21), depinzînd așadar nu de/олм ștanței, ci numai du curbura ei medie Să comparam acum arin D a elipsei Ж cu aria elipsei de nivel ce se obține secționind stanța cu planul Z 8* Nbtînd cu a,f} Bembuxele acestei elipse» corespunzătoare penetrației S (pentru valori Z deducem, întrucît h ) K(k) (1 - к^ГГ1 (6) Bete firesc ca această cantitate, funcție numai de configurația lui на fie numită rigiditate geometrică la penetrație (pentru ștanța cu bază plană eliptica) în cazul (*), vom căuta o relație de forma P = P P -■ P0J și coniparînd (12) cu (7 29), deducem H Ш (2/к)Е(к) (1 (13) ceea ce definește acea ștanță parabolei dală (de curbura medie H și coeficient de rotunjire h • = ■ jȚ(k)) care realizează — pentru același material și aceeași sarcină ■ aceeași arie dc contact ca și ștanța în formă de paraboloid de revoluție (dc curbură, medie Hwt și avîud h ~ 1) Desigur, aria Do — și deci și H — depinde de 0 și P Cornparînd penetrațiile corespunzătoare valorilor к 0 și L-= 0 (pentru același material, aceeași sarcina, și aceeași arie a domeniului de ctmtacîj obținem din (6) și (10) una ți aceeași formulă, valabilă în ambele cazuri f) și ("): S/fe - Q0)/Cc(k) = (1/4 K(k) (1 - k®)4'4- (14) Este jnîci4?s:int âe remarcat Că funcțisi dc mai sus apare la bord Rayleigh [ljT volumul S, § 3(HJ( în studiul conducli belită ții sunetului printr-ип orificiu eliptic (în рзгііеніаг, circulat)* ȘS RIGIDITĂȚI GEOMETRICEI LA PENETRAȚI 653 După oalculo similare odor din §7t obținem (3/rc) E(k) (1 - k1)^* 1 + (3/64) к4 , (2/iț) K(k)(l-^)^ = 1^(1/в4)к*СИ-к« + (1 J, (15) riau încă (vezi (7 24) - (7*27)) : (2/л) E(k) (1 - k2)-^ = 1 4- (3/64) k’ l(k), (16) (2M) K(k} (l - = 1 - P/64) k* l(k), (17) unde funcția l(k) din (7-27) ат trebui modificată numai cu termeni dc fapt neglijabili Relația (17) prezintă deosebit interes Ținînd seama de (6) și (10), conchidem că în ambele cazuri considerate, rigiditatea geometrică la penetrație depinde de aria domeniului de contact, și numai în măsură negii-j abilă de excentricitatea, așadar de forma acestui domeniu Această rigiditate este minimă pentru к = 0, astfel că penetrația maximă ae realizează în cazul domeniului circular (Compară eu § 5 15, pag, 243, relativ ia caracterul maximal al rigidității geometrice hi torsiune pentru к = O,) Relațiile (6), (Щ, (H> și (17) explici coincidența Intre concluziile lui L Galici , j 2 10) pentru ștanța cu bazâ plană eliptică, și L Solomon îiJj pentru ștanța рига bol oi dală, cu privire La rolul redus al excentricii fiț ii In calculul penetrației, b) Formule aproximative Comparînd aceste considerații cu cele din §5 15, exemplul 6r sîntem conduși la a construi un analog al formulei lui Saint-Venant (5 15 23) Anume, înlocuind ІДк) prin /(k) în (5 15 26), astfel îneît să avem C = (D*/2-) și comparînd această expresie pentru C cu cea din (5 15,23) : obținem ușor C = C іы1е, rigiditatea geometrică Ia penetrație pentru ștanțai eliptică cu hasă plană este (vezi (6) iji (17)) : C't £* 1 \rDj- Ținsml seama de (ÎS) și (19) putem scrie acum 1 64 (2’^)1/fl D 1^ astfel că (21) devine C; = W^ (2r)l/3 O1'1 рать calculind coeficientul : (22) c; - 2$4 №4 S'% (23) și încă, ținînd seama de (1 1)t С? = 1,89 D3'1'4 /JA (34) Acestea sînt formule exacte pentru eliptic, abstrăcțiâ făcînd de erou neglijabile datorate operațiilor aproximative efectuate cu Zt(k) și Z(k) Asupra formulei (23) vom reveni în §10, Formula (2-1) nu conduce la fapte noi în comparație cu (10), § 9 STANȚE CU BAZĂ PLANĂ NEEL1PTICĂ în И13 și 14 vom vedea că soluția problemei ștanței parab oloi dale conduce la rezolvarea și a altor chestiuni de mare importanța practică Dimpotrivă, soluția, problemei ștanțeî cu bază plană eliptici își pierde, toata însemnătatea dc îndată ее trecem la cazul unor ștanțe cu baza plană neeliptiea &e cunosc soluții exacte pentru ștante cu bază plană infinitul pana (domeniu infinit anglii os) (L Galin , § 2 11 ; V Rvaccv 14]), banda rectangulară (L Galin , § 2,12; V Rvaccv , , ), Dur căzu) cel mai importa al pentru practică ts te desigur țel al ștan-țelor en bată игёндо/М : dc exemplu, dreptunghiulară, poligonală etc Nu cunoaștem soluții exacte ușor maniabile pentru astfel de probleme, Menționăm sici rezultatele lui V K orntkîn țl], A, Love j В- Ta ni moto pentru baza In formă de coroană circulară Semnalam încă metodele apffrxîmațive ale lui At Dyson , M Leonov et al (1 ], M Leomiv și K Ciumak flb 5i V Mosakovstii , 19 ȘTANTA CU BAZA PLANA 655 O soluție aprox ininli vă pentru ștauța cu bază dreptunghi ttlară л fost propusă de I Cor-bunov-Posadov Jl], 12] Anume, solulfa p(x+ y) u ecuației Integrale (2*17) ae cauți sub Forrnii раНпофШЦ; toate пгёгіпгііс ce intervin in ecuație slnt dezvoltate in terii dc puteri, și coeficienții nccuncsciițl al pallnomulul pțjr,r/-> se determină atunci prin intermediul unui sistem de ecuații algebrice liniare Dar calculele slnt extrem de laborioase, proprietățile acestui sistem (care e in general un slttam infinit) rdmln necrrcetalc, și însuși faptul dc a alege pentru p(x, y} un polinam (așadar o funcție nufr^fntld și ronh'miâ In 5НУ) cont razjce cele arătate In g 2+ pag, G22 : tatr-adevAr, frontiera domeniului dc contact este o linie singulară pe suprafața ștanței ți presiunea trebuie să tindă aci Ja infinit Lipsa de rigurozitate a mrludei este deci Inso-țlU și dc c incompatibilitate cu natura mecanică a soluției prezninate u) Si agulari lățite presiunii sub stanța cu bază plană mărginită convexă neeliptică (teorema lui L Zamfirescu) Vom expune aci anele rezultate privitoare la proprietățile soluției ecuației (2 17) Vom demonstra mai întîi că, dacă domeniul de contact de frontieră este mărginit лі eowoefy atunci ecuația integrală (2 17) nu poate avea soluție ne-uegativă și continuă — așadar mărginită — în Sf -ț- Să începem prin a admite că există o soluție nenegativă și continuă a problemei, Întrucît & 4- & este mărginită și închisă, deci compactă, rezultă că soluția prezumată pțj?) a ecuației (2 17) este uniform continua (vezi §A l, pag 685): pentru orice pereche de puncte of, ар'еф 4 5% și s > 0 arbitrar, avem |p(®'} — ₽(^)l (ac) ==y(»„) +q{x9), !?(ж)| o, unde xoeS'j (4) așadar că lățimea henzii-frontieră este strict pozitivă pentru orice e и8+ іолл 65 i PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap W Să considerăm a-cum o pereche de puncte #01 ж1 pentru care marginea » din (4) este atinsă, (Se poate demonstra că astfel de perechi există ) Să alegem un sistem de coordonate avînd drept origine un astfel de punct ac^e > ? și drept axa ()x — dreapta ce trece prin și punctul corespunzător a^ Dc asemenea, să considerăm punctul & (« , 0) situat între a?H și i&p și punctele #'(я, &') m care perpendiculara în a pe intersectează Z (vezi fig 10 9 2), Întrucîl este convex, el este situat Pig, 10,9 2 în întregime de aceeași parte a tangentei la frontieră în at0 Pentru simplicitate, să presupunem că frontiera J? este o curbă Liapunov (Raționamentul poate fi extins la orice domeniu convex ) Alegînd a suficient de mic, rezultă că putem scrie ecuația arcului de frontieră ій'ЖдТ1 sub forma i ==/(?/) Ne propunem acum sa evaluăm diferența valorilor potențialul ni de simplu strat de densitate р(ж) în punctele a?n și rc Vom nota »(ж} = Ѵ(х,у,0), Po = FFR, P = VC?~ + (5) astfel că avem de evaluat diferența v(») -®( r0) = jj?(?)(? ’- Po’)«ip a)* Pentru un punct arbitrar 5e^ll|? din triunghiul £a?oa avem mai întîi p“ = a3 4- p5 — 2(ip0coB у (unde у = Ș* deci, neglijînd termenii patra tici în a : pa = Po — acosy (7) întrucit e convex, avem у 0 Valoarea a poate fi aleasă orieîud suficient de mica pentru ca să avem p0 - pe > 0 a a ȘT AN TA CV BAZA PLANA 657 Ținînd seama de (7), integral^ din (6) eaWlată numai pe devine Ц î>«) (pa 1 “■ Po ’)dfl =- \ j y(§) (a eoSȚ/pftpJ dl) > ^«) Сййт ал aff, (8) unde К este o constantă pozitivă, dat fiind că avem #(£) 0 și cos у > 0, Să hiâm acum? e întrucît ^(y)C^F? putem face uz de relația (3) Alegîud a suficient de inie» această relație rămîne valabilă pentru orice punct din âr(0 , de unde S) — p(a, 7j) + q{1L Tf), \q(ț, 7|) I («,1]|A{?,1|)IU)=C ?(«, isb/hJdi, (12) ь" J«ț* 058 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap 10 unde Or, din figura 10 9-3 rezultă evident, că avem după cum t a/2 De aci urmează că, dacă w/2, putem descompune intervalul bl «nma intervalelor ,] a- ■— j (ț), fi!2\și [a'}2, /(țq)]* Integrală funcției pe primul din aceste sub intervale este negativ ă, în timp ce suma integralelor luată pe celelalte două din ele este nulă (întrucît A(5, 7j) este evident antisimetrioă în raport cu dreapta E == a;2) în consecință, daca în (13) vom calcula integrala pe intervalul , aceasta va reveni la a-i adăuga o cantitate negativă; ținînd din nou seama de proprietatea de antîsimetrie a funcției Л(5? *)), conchidem ea (După calcule elementare, se poate constata și că sZ(-q) este mărginită pentru orice тр) Întrucît p{%) > 0, din (12) urmează că M > 0 Treeînd la ultima integrală din (11), se vede că din (9) obținem mai întîi I rJIdD >0, = l U(5^)l dD > 0 Jo Jd Jo Ja Dat fiind că integrând ul tj) I este o funcție pozitivă și simetrică față de dreapta g — д/2, avem pe rîiid (vezi fig 10 9 3): A* (•&* лЯ/ІІ Л" = \ I P«1 -WMtU? = 2\ (P -‘ - P»’1) = Jo Л} /Q Sb' Ei/I' ■ i' - i/F («- = Q ІО i2 „ , , , = 2 (' {[in (tj + KF+V)X' — ElnЬ + + чаІ}(U= î O șTaNȚA CU BAZA [‘Lana 659 = 2 ' [ In (b' + 4- й'а) - Iac In (6' + )/{a - l')1 + »'») + Jfl + In ța - *)] dț Or, pentru ]0ț л/2 | avem desigur fc1 —4e aln2, (17) J/țTf} Ținincl acum seama în (6) de evaluările din (8)T (12) și (17), căpătăm v(a) — с(д?0) > a(K - 4c tn 2) + M (18) Prin urmare, oricare ar fi legătura dintre a și e, aerată cantitate est e pozitivă# 4 deci avem în definitiv r(B) >*(* ,), (19) ceea ce contrazice relația (2*17) care cere ca penetrația stanței cu bază plană, și deci și potențialul e(®), să fie constante în £J 4- Teorema este demonstrată Raționamentul acesta este cu siguranță valabil pentru ștanțe cu bază plană, solicitate central, dacă această bază e convexă, mărginită, și are cel puțin două axe de simetrie Dimpotrivă, el nu e aplicabil pentru ștanțe сате pătrund în semispațiu, rotindu-se totodată* b) Alt^ rezultate Mai cnuațăm — fâru demonstrații,, care sînt i ErsLul dc dHfcJte — alte rezultate ale lui L Zamflrescu (vezi L, ЗЫопюп ți J Zamfirescu 11 ]) asupra aceleiași probleme Mai Iutii, teorema de mai bus poate £i precizată : tuta/fa X®) e mărginită fn orice punct din^ De ad, rmdtă că sittgttlaritâțlle presiunii stat obligatoriu dtuate pe J27 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Gap 10 Mai departe, să numim regulat un punct de pe In veci nil la tea căruia ecuația frontierei poate П av-risft flub for nul parametrică prin Intermediul a dună funcții de clasă Ca Un punct de pe 2Z3 va fi numii u-iut^/i/uforT șfunfd și /uncffa lui Prandtl Soluția exactă pentru ștanța cu bază plană eliptică a sugerat o calc pentru obținerea soluției pentru anumite șlanțe cu bază plană ne-eliptică (Jj Solomon | i i ])- Anume, expresia (4 21) a presiunii sub ștanța cu bază plană eliptică, și expresia (5 15 8) a funcției lui Prandtl pentru torsiunea barei de secțiune eliptică, sînt legate prin relația Pix,y} = [P/2t:[l/FfRT?/d (1) Liniile dc nivel ale funcției lui Prandtl sînt dispuse similar cu liniile de egală presiune sub șhmță (chiar neeliptică), și faptul că funcția lui Prandtl este nulă pe frontieră, corespunde faptului că presiunea tinde aci spre infinit ț 10 ȘTANȚA CU E3A2A PLANA 661 8ă căutăm atunci in general funcția p (a?, y) sub forma p ț«r УІ = yj» unde o (ai, ?/) este o funcție de corecție, Soluția (2) va fi admisibilă daca potențialul у 10) de densitate (2} păstrează o valoare constantă în rz H z Funcția c Lc, v/j va trebui aleasă în așa fel încîtsă fie respectată formula (9 20), iar oscilația funcției К(ат, у, 0) на rezulte minimală în cele ce urmează, vom expune rezultatele obținute pentru două domenii poligonale convexe regulate: triunghi echilateral (Iftu) și pătrat Integralele singulare ce apar în cele ce urmează au fost calculate cu mașina electronică de calcul CIFA-10L Viteza mică de lucru a mașinii explică numărul redus de puncte pentru care s-au efectuat calculele, numărul mic de termeni reținut în seria (14) etc b) Cazul triunghiului echilateral Sil considerăm triunghiul din fignrn 5 15 1, a vlnd Lungimea Laturii 2 У Uu, Inălț-imim 3uF >1 ale cărui laturi au ecuațiile (5 15 31) Mai amintim că D, = 3 yăo* I„ = 3 У За’ — S“’*D,as (3) l'Ltnctia lui Prandll pentru acest domeniu are forma (â 15 35) : - t 2 f,(*, 3) = (1 (60) 2 PROBUEA1A CONTACTULUI ELASTIC Cap, 10 Cu aceasta, (fi) devine P&, ti = Й- (В) Introdndnd art usLl expresie In ecuația (2Л7), răpfttâm K“ (5) unde cantitatea »> H {W,4 ) - 0Л5 рл (12) c} Cra#ul pătratului Să considerăm un pătrat de latură 2«> pentru гаге 1 и* ~ J-Dj 3 в Funcția Iul Prandt] corespunzătoare se obține din (5 15 69) pentru b — a, „B (2n 4- 1)rt /2a : (13) 32 o3 eh л x СОЧ \ y+ 1 - ch X a ii (H) 3 J л 3 ȘT АКТА CU baza plana fiG3 Ca și lu сйздіі triunghiului, este necesară Introducerea unui factor de corecție dc forma (t/pij^dj11* (Rolul acestui factor trebuie să scadă pe măsură ce numărul laturilor poligonului regulat crește ) Vom lua p„(r,») - % Djfrt I /уГю (15) Condiția de echilibru (2 15) duce Io acest cuz la relația ₽ - V = “Л"“ Л- unde pentru jp s-д obținut (In Cazul Iritroduclnd (1B> în (2Л7), căpătăm relația analogă cu (9) : undi- integrgln 8 - o (Plj„) (*, II) u’ țt B) ч) K* o* + w — г >*1}dn (19) (20) poate ti calculată In notațiile din (2 13)T avem desigur v/l, У» a) (21) Pentru funcția ta (acT [/) s-au abținut valorile din tabela de mal jos X У QĂ o,s 18, tiO 0T0 0,9 19,30 0Л 0,5 18,5» * * -» Ojft 0 9 19 87 Flfr 10 10-2 In aceste 17 puncte, alese astfel Incit să ncnpore oarecum uniform pătratul, oscilația luncțiti xț?^ (i, [rt este de cca 6% din Însăți valoarea tjL Hczultalul — mul pn|în sa listă că io г — c*ta influențat de ditieultălilc de calcul efectiv : tn Hmp ce y) uste un доіілевд; Fp(&, țf) a trebuit Sâ fie Intocultil cu suma primilor 3 lernteni aj serki (14), ceea ce duce la abateri seiisibiEf pantru expresia 1/ргР(^у) Iu vecinătatea frontierei; in afari de aceasta, însăți tehnica folosită pentru a calcula integralele цтДх* (0 mai puțin simple dedt - a trebuit sa fio mal puțin precisă, 664 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap; 10 Presiunea medic și presiunea minimă sînt aci 1 = - 4 P, P„ (9,0) = (41'5 / /O,5«S) (Р/,Д de unde urmează Pmft = PpO ^48 Plw (22) Esl o instrucl ivii compararea formulelor (12), (22) și (4/23): pentru un număr tot mai mare dc Jafuri, rolul presiunilor infinite, din colțuri e tot mai puțin important d) Rigiditatea geometrică la penetrație Ar fi de reala utilitate să- dispunem și în cazul ștanței eu bază plană ne-eliptică de о cantitate de același tip eu rigiditatea geometrică la penetrație din §8 In acest scop, să scriem (2 17) sub forma 3 = [(1 — ѵ)/ц] [7(^,^0)/2кЬ (23) unde 0) este o constantă Dacă aceasta din urmă depinde numai de domeniul & și de sarcina Л și dacă eâe proporțională eu P (cum era cazul în (4 20)), se poate obține din (23) o relație dc același tip cu (8Л), notînd pur și simplu Сс = 2кР/Ш,?Л«П- (24) Această mărime se va numi rigiditate geomelrwă- la penetrație pentru o ștanța cu bază plană mărginită oarecare Daca Cf este cunoscută, deplasarea sub șbmță (in absența rotației) rezultă imediat (Pentru evaluarea deplasărilor sub ștanțe cu bază plană necliptică, vezi L Gal in [’3], , § 2 10 * V Mossfekbvaki [l], (2]; N Borodacev , care tace uz de rezultatele Iui G Pol у a ți G Szego [!],) în fet privește exemplele de mai sus, putem face uz în cazul triunghiului dc formulele (24), (11), (7) și dc vale arc a medic щ£(х, у) -■ 27,15 ce rezultă din tabloul dc Ia pag 662, Ca urmare, pentru triunghiul echilateral de arie Dt 3 ț 3 cm2, obținem = 2n cm (25) în același med, lâcînd Uz do formulele (24), (21), (17) și de valoare;] medie - - 19,30 ec rezultă din tablou] de la pag, 663, obținem pentru pal ralul do arie 0й 4 eni1, CcP = = 4,60 cui (26) 5Й amintim pe de altă parte formule dc tip Salut Vcnant (8 23) pentru rigiditatea geometrică Ia penetrație pcrițru o ștahțâ eu bază plană eliptică, precum și faptul ей această cantitate depinde numai într-o mică măsurii de forma elipsei dc contact Aceasta sugerează încercareu dc a utiliza (8 23) ca o formulă лрги^/maduu pentru a determina pe Cr pentru ștanțe ș 11 TENSIUNILE SUB ȘTANTA 665 cu baz;i plană neelîplică mărginită Gu Шіи dc verificare, inlrodudnd (3) țf (13) In (8,23) (atei în cașul formulai (3 15 23) nu se poate facr mal mult), obținem C„ - 2,8*-»-*“ D, - 2,31 D, C„ = 2,84-6 D, - 2,27 Dp ț2?> țj prin urinare, pe«1 ni triunghiul $j pi'rlrnUil dc mni sus (ariile lor stnt diferitei)) = 5,27 fin, C 0,89^ respectiv la capetele axei miri (dacă к Axele z vor fi normalele interioare în O, iar axele я si 1/ vor fi tangentele la liniile dc curbură pe fiecare din suprafețe DezvoUtnd In serii Taylor funcțiile ți Г/Л4, y3) care carne trrizcuză cele două HUpraCcțe în vecinătatea lat 0, fi negii jind termenii d&ordin superior, obținem In primă aproximație Pi) - 1^4(0, W S*îl *î T — (0, OW{1 му, (1) 2 2 ți o expresie similară pentru funcția ys) Să amintim Inert relația cure definește curbura 1 ' = з curbei obținute prin secționarea unei suprafețe, cu un plan Ce formează unghiul X cu normale la suprafață In punctul considerat Anume considerTnd im slitem rlc coordonata спгЬШпН ortogonale u, p pe suprafață (a nu se confunda cu componentele deplasării 1) și aminlind notațiile Iui Mcmge p — dzldu, q — длІдвя r = firida1, s = (2} obținem (vezi G, Vrfltkccatm (1J, voL 2Э § 15 1, sau V Smimov |2[, vnl, 2 pcl 131 ți 132): ros X r dua + 2s du dn -f- t do1 (1 + p* + л — (3) p (l + P4J du* h 'ip °> РЫ >°- (8> Sînt posibile două variante ale contactului Dacă toate mărimile p sînt pozitive, el se numește conturi exterior (vezi fig 10 12Д) j dacă două din ele fiînt pozitive si două negative, el se numește conhtrt interior (vezi fîg 10,12,2); cazul în care toate mărimile p sînt negative nu are sens Fig 1OJ24 Fig 10 12 2 670 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap 10 în cazul contactului exterior avem г, > 0, #a > 0 în vecinătatea originii Dimpotrivă, în cel al contactului interior avem «3 0 Analogia dintre expresiile (6), (7) și (5 1) sugerează posibilitatea de a de folosi în problema contactului soluția deja cunoscuta a problemei ștanței paraboloidale Anume, în § 5 distanța pe verticala do la un punct al suprafeței științei la acel punct de pe plan ui-frontieră al semispațiului cu care el coincide după deformație, era notată cu 0 în problema contactului, un rol analog va fi artibuit distanței pe verticală dintre acele două puncte de pe Și 5% care coincid după deformație Negii jind — ea și in problema ștanței — deplasările tangențiale pe și amintind că axele Oz1 și Osfa sînt opuse, urmează ca această, distanță — pe care o vom nota cu z — este egală eu Pentru a tace uz de rezultatele din problema ștanțeî, trebuie mai întîi să găsim în planul tangent în O un nou sistem de axe, în care expresia distanței я să se reducă la o sumă de pătrate Ы Schimbarea de coordonate Să notăm cu unghiul care caracterizează poziția axelor față de axele Ox^v Acest unghi este desigur cunoscut, întrucit forma și poziția reciprocă a- corpurilor de frontiere și S%sînt cunoscute 8ă Introducem un nou sistem de axe Оху, a căror poziție este definită a£j> = legate desigur prin relația *a — (W Schimbarea de coordonate se face după for mu lele (valabile pentru j 1 2) = X cos a# — sin £ (14) Sa considerăm și curburile medii (cunoscute) în origine ЗЦ = i /P; + 1/țr, 2H2 - i/Pj + W- (15) Ad unind termen cu termen relațiile (13), obținem evident і/р' + ]/р* = 2(нх + на), (16) astfel că mima cantităților definite în (13) este cunoscută Pernru diferența lor, avem din (13) și (14): 1/p* — І/p' s±s 2G, cos 2a, 4- 2Ccas2aa ț2; l/p" 1/p' = 2 (Gx + G3) cos 2a cos 23 — 2 (Gj — Gz) sin 2a sin 2Ș, de unde urmează l/pf = Hj 4- H2 — (Gj 4- Ga) cos 2a cos 2p 4- (Gt — G2) sin 2л sin 2pt 1/p* == Hj 4- H2 4- (G3 4- Ga) cos 2л сов 2p (GL — Ga) sin 2x sin (23) Privind relația (21) și prima din relațiile (23) ea un sistem de ecuații pentru necunoscutele sin 2pt cos 2£, putem scrie (Gx — G3) sin 2a sin 2^ — (Gx + Ca) cos 2a cos 23 = 1/p' — (Н^ + Н^, (Gj 4- G*) cos 2a sin2p 4- (G2 — Găsiri 2a cos 2p = 0 672 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap* 10 Determinantul principal al acestui sistem este cantitatea cunoscută și pozitivâ A = Gț -|- G,: -|- cos 4 a, (25) și soluția sistemului (24) se obține sub forma Sin 2p = -ț- [(l/p* — — ^2) (Gt — G2) sin 2 a] • At COS 2£ = — [(1/p' - HL — HJ (Gjl + G£) COS 2a] : A Bidicînd la pătrat și adunînd, regăsim evident valoarea A, ceea ce conduce în definitiv la egalitatea Relațiile (16) și (27) dau acum valorile l/p'=H, 4-Ha - ys; l/p" = Ht + H , + ]/Д, (28) unde am ales semnele în așa fel incit p' > pff > 0, ceea ce corespunde unei anumite alegeri a axelor Expresia (18) este acum determinată* Introducînd (28) în (26), deducem sin 2{1 = “■ [(Gj — Ga) sin 2 a]: Уд, COS 2p — [(G* -j- Gn) cos 2 a]: У A, (29) astfel că unghiul p, și deci și unghiurile a1T a2 sînt de asemenea cunoscute Faptul că trebuie întotdeauna să avem p' > 0, p" > 0 decurge din aceea că z este pozitiv* Aceasta nu rezultă din raționamentul care a condus la (28), întrucît nu am făcut uz aci de nici un fel de condiții restrictive relative la valorile absolute și semnele razelor de curbură* Dar simpla examinare a figurii 10*12 2 arată că, în cazul contactului interior, aceste valori trebuie supuse anumitor relații pentru ca cele două corpuri să ră-mmă e gterio are unul ce lui lalt * După cum urmează d în (2 8) r 11entru acea sta este necesar și suficient să avem (Hx + H2) 0, atunci ]/Д — Gx -ț- Gaj iar din (28) căpătăm 1/p' = HL 4 Ha - (Ga 4- Gs) , 1/p" = H2 4 Ha 4 (Gt 4 Ga), de unde, ținînd seama dc (14) șl (lo) i i$£ = i/F; + t/pgs - i/P; -h , (32) Pentru determinarea unghiurilor «x, a2 avem mai 5nl iL din (29) sin = ()> cos 23 « (Gt -I- G ) 4'Ă - 1 „ (33) astfel că axele Oxtj rezultă a coincide cu ccîc Inițiale, deoarece fi ai = az = 0 (34) Dacă Insă G'j и- G3 O, din (14) urmcaiă l/p" - 1/ РІ 4- fZp? - î/₽a> ° T {38) ceea ce (vezî (32)) conduce la a scrie / 0 (40) Dacă de pildă avem 0, atunci J/д — G2, ți din (28), (14) și (15), obținem i/F# = i/pJ h 1/p^ , 1/^ - 1/p7 -J- іЩ (43) Din (29) urmează sin 20 - - (Gj - Gs) : ]/Ă = - 1 , cos 2[i -= 0, (44) astfel că, ținind Seama și dc (20), aven) ₽ — З77/4, = тс, oij — ni 2 (45) Dacă însă Gt — G2 (J» (55) astfel cil din (32) obținem l/p* ** l/ри l/pw “= !/Pl -r 1/PS* (56) In cazul contactului interior (sterii dc ni zii pL > 0 Intoun tub cilindric de піяй p* După cum sc vede, in ambele cazuri avem pf ; p" 0 676 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap 10 §13 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC FĂRĂ FRECARE a) Coiuliiia 1« limităm Ecuația integral# a problemei Să considerăm acum cele două- corpi и i de frontiere «f/j șî raportate la coordonatele și О-Та?/^ Să presupunem Că frontierele lor sînt de clasă O1, așadar forțele ce le fac să intre în contact sînt pentru fiecare din ele echivalente cu câte o rezultantă dirijată după normala comună în punctul de contact inițial Domeniul de eontacl va fi notat cu | punctele de pe respectiv ȚA?T care în urina deformației coincid, vor fi notate cu a?1 și ясй, deplasările daMice corespunzătoare vor fi notate cu n1 și u- Ca și în problema ștanței, vom neglija valorile pe ale componentelor și u2 ale deplasării, și ne vom fixa atenția asupra deplasării normale rh w> Vom presupune că eventualele deplasări rigide ale celor două corpuri se reduc Jft niște translații — și — 81 paralele cu normala comună în 0, Prin urmare, deplasările totale*) ale punct clor ф §i яр® vor fi egale eu — 81? respectiv Întrucît numai puncte aflate pe aceeași verticală miră în contact, abscisele și ordonatele punctelor și ж2 coincid După deformație, cotele lor devin = “E ^11 *Z :—'■ "F ) Distanța dintre punctele a:1 și ac* devine după deformație Й “F *'* —ь U’ -h W1 + Ш — (S1 + (2) Să iiitroducem notațiile (De altfel, determinarea separată a cantităților Bi ți Sa nu c nici posibila, și nu are nici sens mecanic ) Cu aceasta, relația (2) va scrie g* ^=^:+ tei + «?й —8 (4) Dar întrucît |n avem evident s* =0, din (4) obținem Wj + w2 = 8 — z în (5) *j Doua corpuri il dorm a bile, presate unui asupra celuilalt, suporta deplasări a,1 samblu — egale cu o ,Ttranslație la іпГіиіѴ’, adică in punctele cele rusii Îndepărtate - pestei care $e suprapune deplasarea elastică locală Xeccsilatea de a considera astfel dfe ti’anshdii 3a infinit provine din faj>tul ей atriuția lui (9 4 35) este regulată la infinit^ așadar nu cuprinde nici un termen care să descrie o deplasare de ansamblu & 13 CONTACTUL ELASTIC FArA FRECARE 677 ceea ce este similar cu (2 17) - 4)4 dD (7) * & întrucît constantele elastice alo celor două corpuri sînt în general diferite, vom nota — ca și în (2 11) — 0,= (J — 0^(1 - vs)/2~g2 (S) întrucît avem ^ == 5?2 și ?/) = рг(я, ?/), din (7) urmează W, La = °/ Ц Й»( L г()/П^-“5)г -I {у- |Й] |A j = 1, 2 (9) Introducînd aceste expresii în (6), obținem în definitiv s - 1 Л = (0J + Q2J у [?(£, ~ £)2 + (î/ ^] dp *■ în (10) ceea ce constituie ecuația integrală a problemei, deplin similară cu (5 2)?* b) Ștmța echivalentă si semispațiul echivalent Soluția problemei de contact se obține deci din cea a problemei ștanței paraboloidale, prin simpla înlocuire a coeficient ului 0 cu suma + 6aî șî prin introdu cerea în ecuația integrală a problemei, a coeficienților p'ț d" din § 12 G7S PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap 1) Altfel fypns, problema contactului elastic este identică cu problema penetrației unei ștanțe paraboloidul© de configurație caracterizată prin mărimile (12 28) (ștanja echivalentă), într-un semispațiu elastic definit prin intermediul constantelor (Й) (&mi$pațivl echivalent}, Notînd cu H curbura medie în origine a ștanței echivalente, deducem din (12*10) relația H =Hj + HB* (11) Pentru coeficientul ei de rotunjire h, căpătăm din (12 2$) h = p*/p' = 1-2 |'â/(H + /Д) (12) în fine, din (10) se vede că materialul semispațiului echivalent este carii eterizai de coeficientul el: ți3) Problema are sens numai dacă H>0și0^h ♦ 14) pentru mărimile a, h, 8 rămin valabile Kamîne valabilă și relația (7 9} oare permite determinarea raportului hl al excentricității elipsei de contact^ conduc la a afirma acum că soluția problemei contactului a două corpuri elastice depinde dc p rap vi etăți lf' mecanice ale celor două corpuri — exprimai e prin inter- CONTACTUL ELASTIC FAR A FRECARE 679 § 13 med iuI c a nt itățîi Ѳ din (13) —, de sareina totală P, și de s ыma enrbw'i f or medii ale celor două corpuri — exprimată prin intermediul cantității H din (11) Dimpotrivă, ea este proctob îndtepenrîmid de coeficienții de rotunjire (sau de curburile gaussiene) și de poziția reciprocă a celor două corpuri, exprimate prin intermediul coeficientului de rotunjire h al ștanțci echivalente, definit în (12) — atîta timp cit acesta nu este prea mic Configurația fiecărui corp în parte (și în particular și forma domeniului de contact) se manifestă prin intermediul expresiei care păstrează forma (5лі) Dacă unul din corpuri este rigid, mărimea 0, corespunzătoare lui este nula (vezi (8) pentru p, = oo) Dacă unul din corpuri este un semi-spațiu, atunci avem H, =0 Calculele efectuate pentru determinarea deplasărilor și tensiunilor in cazul semispațiului elastic solicitat de o ștanță parabolei dală îsi păstrează valabilitatea în vecinătatea imediată a domeniului de contact — singura porțiune a corpului care ne interesează, dat fiind că fenomenul (vezi § 11) are un caracter puternic localizat în particular, rămîii valabile cele spuse privitor la poziția și solicitarea punctelor celor mai periclitate c) Exemplu: contactul dintre roata și șină Să considerăm schematic problema contactului reții de locomotiva de frontiera cu șina de frontieră Fie că razn rotii (roată alergătoare) este de 60 cm, iar raza de curbură a suprafeței șinei- de 30 cm Ambele corpuri sini executate clin oțelcarbon avind constantele E ^2 15-10® kgf/cm2 și v 0,3 Desigur, avem de utilizai formulele din §12, e, exemplul 2Q Avem mai iutii 1 '?; = (1/30) crn-1, 1/pf = 0, astfel că clin (12 14), (13*15) urmează Hj — — G> = (1/60) cm-1, (1Я) H2 ■-= - Ga = (1/120) cm-1 Din (11) și (12 42) obținem acum H = (1/40) cnr=, (2OJ M = - (G, — Gs) = (1/120) cm-1, și mai departe, din (12 28) sau (12 16) : I//= (1/60) cm-1, l/pfl = (1/30) cm'1 (21) 1/pî» (1/60) cm1, 1/p" = 0, (18) Fig* 10 13*1 Din (12) — sau direct din definiția {6 2) — avem dc asemenea Л = f;-2* £} Valorile K(k) și E(k) se obțin din tabelele dc integrale eliptice complete (vezi § 4, pag 632* nu est# recomandabilă o precizie exagerata, date fiind ipotezele simplificatoare pe care sc bazează teoria contactului), Obținem КС0177Й} - 1,971 E{0?776) 1-,2S8 (26) Din formulele (5 42) —(5 14) și (5 32) avem pe rînd a ț-« 0,0374 cm, $ = 0Д236 P1/a cm, D каЬ ₽= 0,002773 P2'4 cm2, $ = 0,0000213 Pa's cm 541 f V» kgf/cin= Presiunea pc domeniul dc contact este deci cunoscută sub forma = 541 Р1/з /1 - £7*’ - kgf/em3, (28) unde ti, & au ѵйаНі# din (27), iar p se măsoară In kgL Cantitățile din (27) pot fi obținute $ii cu ajutorai formulelor aproximative din § 7 — eu L&atc că avem fcoi 0,S Din (7 9) deducem mai înth fr/a = = Qt53, (2&) astfel fcă din (7AS) ți (7 21) urmează & = ОДО0216 P21'3 cmT ₽1 = 553 P1^ kgf (3&) Coeficienți^ se poate obține ți din (" ІЗ) fotosind viduarca 5 din (30) : 521 PV» kgf (31) Formukk (7Л1) șl (7/12) și aceeași valoare peutru & dau atunci at> = 0,000015 P4^ cnA (32) Din (29) și (32) deducem acum a = 0,033 P1'5 cm, b = 0T02i cm (33) CONTACTUL ELASTIC FĂRĂ FRECARE 6«1 5 іЗ Biijj i cum se vede, erorile comise datorită ulilizării formulelor вргохіігэіivr sini de nr-rJinril j rrl uiidt 2 — 3%, așadar mwJt rr? -if miri di-cil cele ce trebuie să proVlm'i din diferitele presupuneri simplificatoare ce stau la baza teoriei eonlacluhii I uind P - 78G0 kgf (de unde 10,b3)± obținem din (27): 0 (1,742 cm, i = OT468 cm, D^l,09 fiu3, o (kOOS4 cm, і72= 10 730 kgf/enV\ (34) Dimensiunile liniare ale domeniului dc lthiLh-I sini deci eu adevărat mici fciță de razele dr curii ură Dl- asemenea^ penetrația este suficient de nucă pentru ca n:i fie îngăduită seri-ereu condițiilor la limită pe supmhița /jtrfr/ornratâ □ corpurilor in contact — lunea maximă din (34) este cu mult pcslv limita de plasticitate a oțelurilor uzuale Pentru aprecierea rezistenței șinei >1 u roții trehutc folosită formula (11J) Faptul că dife-rințu u3 n2 atiugi 6 500 bgf:Trij- Ій o atitudine dt 2 — 4 mm, arată că deformarea plastică este inevitabilă* Oiisi l:4 Aj ii\ Problema-de шаге Importanță practică — *= ІЦЪ Ht С, H = 1/ZÎ, h = 1, к - 0h (37) țj di ci din {3 12X (5 44) și (5,32) urmează o = b - 2,18*10^ 2В';зет, S 4f76’ Ib"*1 /i’^enL = 3 310 ti kgf/cm* (38) Dimensiunile liniare ale domeniului crose mai repede dccît raza bulei, astfel cfj pentru valuri гіілгі йіе luî R, teoria contactului elastic nu mai poate ii aplicată Raport»I n,iR are valoarea 1Л00 pentru Я = Im (așadar P G- 33 I), și scade pină )a 1/10 pentru ti 1 km Cjlziis-îJv realizabile in practică sînt deci cu siguranță cuprinse în domeniul d -Ю cm, avem deja ct, M 000 Icgf/cm* PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap 10 §14 DESPRE ALTE METODE Șl PROBLEME Vom clxi aci tine le Indicații privitpart* Ia problema șl an țel pentru configurații diferite de cele considerate in §§ 4 și 5, pentru anumite cazuri particulare do astfel de eonfig urați i, precum și pentru alte proprietăți mecanice aîe suprafețelor In coiilact Raționamentele dc pl)i§ ad slut forma] valabile oricare ar fi valori] ij, constantelor pr, p\ Dar cazul umor cosslținte p', fonrfe mic; uer un studiu p parte ; punctul du contact inițial ave caracterul unui ,,vhTrT dimensiunile lui $ nu slut miei față de pȚpT și ргскЫснігі su ирга pic dc cea a unei ștanțe carnet- Această din urmă problemă a lest rezolvată de Л Lbvo 13] și — piin alte metodd — de A L urte [l|, § 5 7, și 1 ISneddon (l]4 § 10 52, Fie acum că ийц din emisia nLele p\ (1, acțiunea ștanț ei echivalează in primii aproximație eu cea a unui cilindru parabolic, de curbă directoare Z -îfV- (O 2 Acest cilindru intră în contact eu suiuispațitil in lungul (inci genera Luare, Domeniul de contact este alungii și îngust, iar lungi mea sa nu poate fi determinată Astfel dc șlanțe au Ir rd studiate de A* Dinnil u nție sporită se acordă problemei contactului cu рсезгг (tensiuni normale și tungim-țble in ■? Dacă legea de frecare este cea a lui Coulomb, se vede uțur că in trebuie s l existe porțiuni i care punctele celor două suprafețe slut untrencHc Împreună In dcformațle, și porțiuni in cure suprafețele ц/цлеей una pe ei-nlultA, Determinarea liniei dc separație Ini re acesta porțiuni pune probleme extrem de dificile, Cu referire la acest cerc dr idei, nu uționăm mai Iutii lucrarea dr pionierat a lui E Reîssncr ți H Sagorci |1]; н st vedea upol G Gattuneo ți], ; E Deutsvli |K] ; L Goodman ; V Gubenko pl|; M, Iblenyi șl P MacDnnald ; R, Mindlin ; V МовдкоѵзкІІ |3|, ; V Mosakovskii și N Fotirva I1 |; V Mosa-knvskiJ el M Paeelli , ; A dc Pater (1J ; N Roțtovțev (3]; J Smith șl Chang Ken l i;i |1|; L I 'fii and (cap 7-12) Printre problemele referitoare la unele corpuri dc configurație specială, v* zi V Akxan-druv ți î ; II Abramiau et al Pentru cazul corpurilor ncomogene, u se vedea cu titlu de exemplu V, MiiNjdiovskjj |G] Lucrări ca cele ale lui N Kilcevskii | 1|, prezintă metode de studiu bazate pe utilizarea calculatoarelor clevlronk? Pritdre cercetările cu caracter experimentul, vezi du exemplu I Dubrovolskli șl V Ko-pltov |1 1, J2]; W Goldsmith și P Lymun jlj; A (hlov și S, Pineghln (1] Piublumek de contact referitoare la sfruhd elastic sînt abordate de către V Alcxiindruv IU, |2J; V Akxandrev și V Babeșko (IJ: L* Kcer |IJr X [J); A Dlnnik |î| (cap 4,5 ți B)î XV GoJdsmilh IU; N KikcvskH [l]; L Metelițln Jt J; AL Mișkrt |4|; V Znkorko și N Rflstuvțcv ]!]• Problema contactului pentru corpuri care он slnt elastice este stadială Intr utt rnarr număr de lucrări Cităm aci, cu titlu de exemplu, G Graham |1| (corpuri vhco-claslice); N Kikevs-kii și V, Uoiko (zone plastice); M Predelcami (flwej); fS Shkld șl D, DriickerJJ] (sarcin l-l imită) Vom aminti avi — in genere fără demonstrații anumite elemente de analiză și de teoria funcțiilor complexe Unele re&ultato (iu particular cele utilitate cu titlu dc exemplu în eup fi și 6) vor fi expuse în detaliu Altele vor fi numai schițate, pentru a sugera cel puțin temeiul anumitor calcule și raționamente Adesea vom da enunțurile în condiții mai restrictiv t>, urmărind nu rigoarea formulării (pentru teorii al căror loc nu e sa fie studiai aci), ci sesizarea fenomenului matematic Ca bibliografie generală pentru SS 4—11 recom intlâui: L Ahlfors ; A Markușevlci ; I Privalov ; V Smirnov ; G Valiron § 1 FUNCȚII DE O VARIABILA a) E se notează ]ah fr[ Notația re [u, A] Insuanmă , r aparțin? Intervalului (a, AJ” O funcție (milă sau complexă)/(r) se numește ошІдншТ in rfle [а Й] daci pentru orice e 0 există un număr 8(ег r0) astfel incit 7(0 -/(ro)! r, r->r|T r rt Condiția necesară >1 snnderita pentru ca fir) sii fie continuă In гр = [аъ h] esle ca limitele din (2) să existe, Să fir fini te egale, și egale cu f\r0) : 0) - Г(г0 H- 0) - f(rD)r (3) § l FUNCȚII DE O VARIABILA 6S5 Orice punct In care funcția ftr) nu tsLe continuii, Se numește punct dc ditenritinuitate Un pimcl hi care limitele ] poartă numele de clasa b'] (sau pe scurt clasa dacă intervalul se subînțelege) Dacii numărul S din (1) este independent dc r01 iunrțiu este uniform continuă In ]a, ftj Orice funcție uniform continuă este și conlin'ift (Reciproca este valabilă mimai peni ni funcții continue intr-un interval închis și mărginit ) Dacă exista tiu număr S(ej astfel că pentru orîtc sistem finit de intervale (a|t 6( | disjuncte (fără puncte comune) din [a, bj avem r p £ Iftu) - f(frj( 0, // -o, așa ca l/fri) — ru Această limită se notează /'(*’)- D;Kă f(r) este derivabilâ și cu derivată mărginită (in particular continuă) ре[й din teorema creșterilor Unite rezultă că ea aparține clasei Cț Există însă funcții iu Cț cure nu sînt totuși deriva bile : acesta este de pildă cazul funcției Дг) — |r| în orice interval ce conține originea Funcțiile din clasa posedă însă o proprietate importantă : ele sînt absolut continue* (Reciproca nu este adevărată ) O funcție derivabilă cu derivată mărginită (în particular; continuă) este deci absolut continua* Dacă |x > 1, din (6) rezultă că f'(r) S așadar Дг) - eonst Elimlnînd acest caz banal, se ia întotdeauna 0 0 (Semnul , CZ” *- incluziune — urată că termenul din membrul întîi este o parte a celui din membrul ul doilea ) Dacă Дг) este definită în [ct &] și acest interval poate fi împărțit ititr-nji număr finit de sub intervale în care Дг) aparține unei anumite clase CJJ vom spune ей Дг) aparține clasei C* pe porțiuni Vom avea astfel de-a face cu funcții continue pc porțiuni, netede pe porțiuni etc O funcție se numește eu variație mărginilcl pe [ й] dacă, considednd o d oarecare : a = r0 0, să existe 5(e) >0, astfel ea pentru orice diviziune de horină v(d) 8(e) și pentru orice puncte p£t |j, 1T rj, să avem (0> Numărul Z se numește integrala (lefîivitâ a funcției /(r) de la я ia b : / [* /(r) dr Ja (10) O (ujicțic al cărei este integrabil, sc mnncșlc abioluf irikgraltftâ pe (t/ fjț Orke funcție integrabilă pe llu interval mArgtalt este totodatfi mărginită șî absolut integrabilă Reciproca mi i-stc adevărat â 688 ANEXA & 2 Condiții suficiente de integrabili ta te sînt: /(г)еѴ[а,&] sau f(r) e C° [a, pe porțiuni (cel mult, cu discontinuități de speța întîia) Ca funcție de limita sa superioară, integrala definită este o funcție continuă și cu variație mărginită, în punctele de continuitate ale lui/(r), avem -’M' f(r)ăr =f(r) (11) dr Dacă intervalul ele integrare este infinit, sau dacă f(r) mi este margini tu, avem de-a face cu integrale improprii, a căror valoare - in anumite Împrejurări — poate, fi definită prin procese dc trecere iu limita convenabil Pentru chestiunile amintite în acest paragraf, vezi M Nicolescu ct al ; G Ѵніігоп , §§ 3 26-3 31 ; H 3,35 -3,38; 4 42-4 47; §§ 4 54-4,58; capitolul 5; M, Zamansky , capitolele 7, 10 și 13 §2 DISTRIBUȚII DE O VARIABILĂ Să începem prin a aminti noțiunea dc func/ională : o lege de corespondență de Ia o mulțime de funcții (domeniul ei de definiție), Ia o mulțime dc ntrmere - reale sau complexe — (codomcniuJ, sau domeniul valorilor funcționalei) O funcțională jj se numește omogenă și adiliuă dacă pentru orice pereche de funcții f,, ți orice pereche de numere п1, пй avem H- «?f2) = аг S(fi) + «a Stfah (1) (desigur, dacă ambii membri din (1) au sens) Mai departe, $ 5e numește cont in ud daca pentru orice șir de funcții din domeniul ci de definiție fR(r) ce tind către f(r)r avem lim g(/;t) = g(f) = {y(lim/#) (2) (Evident, aceasta implică în prealabil definirea noțiunii de limită ) O funcțională omogenă, aditivă și continuă, se numește functionuld lini ard Două funcționale sînt egale, daca posedă același domeniu dc definiție și au același efect asupra tuturor funcțiilor din el Pentru orice pereche de funcții reale integrabile f, g definite în ] oo7oo[? se poate considera numărul, numit рггЛвЫ lor scalar: (3) (limitele de integrare infinite vor fi subînțelese) Pentru Se verifică, ușor că aceasta este o funcțională liniară DISTRIBUȚII DE О ѴАКіАЁГЬА Asemenea cu (3), se poate considera- și funcția, numită prcdwswl de convoiuție al lui /(r) cu g(r) : Л (r) = f(r) * u(r) 90 — p) dp (4) Este evident că convoluția este o operație comutați vă și asociativă Aceste noțiuni conduc la generalizări importante, dacă plecăm nu de la integralele din (3), (4), ci direct de la- ideea de funcțională, Pentiu aceasta, să considerăm funcționala care pune în corespondență fiecărei funcții o(r), valoarea ci în originea r = 0 : Se verifică ușor că această funcțională este liniară Dacă ea ar-putea fi scrisă sub forma (3), ar trebui să existe o funcție ^(r) așa incit “ j 5(r) ) (6), putem considera și furie țțu S(r — ?), care pentru orice o e- X posedă proprietatea rp(p), ceea ci' Se poale - L'rji' ș[ sub forrrm fp ■# p (10) Pentru orie? f, Jt awsa uțfir (lsUOîHI derivatele cxială) » r ie (11) Această permite să se definească derivarea în Ir-un sens generalizat, chiar dacă J, g nu mai sînt funcții fundament ale în particular, pentru orice ф e Ș avem : f'9 ? > ^ U, ae găsește tișor [но-)/ - ад (t3) (14) Hegtilile obișnuite de derivare (pentru sume, produse etc ) rămin valabile Dc exemplu se ol>(tne Ușor (rH(r)j- = ri(rt +H(r) mSTRIBUTH DE O ѴАЩАЬИЬЛ 691- Dar înlrucU avern J 0 pentru г 0, rezultă imediat pHp))' - H{r), gstițj că egalitatea de Dtljd sus dil гВ(г) = O, Același rezultai se pottte abține retfiartind că = = = > (18) Convoltițja f-x^j în SC' este de aseriienea comutativă d :is ocinii vă* Pentru convoiuția 3-x-/, unde / e ауеш succesiv - ?^ + p)>> = 5 altfel că distribuția are același, efect asupra oricărei funcții din âf? ea și funcția J\ și deci 8*/=/ (19) în mod similar, avem 8'^f, ? > = > = > = = , ceea cc înseamnă că (20} 692 ANEXA § 3 Notînd cu T un operator diferențial liniar cu coeficienți constanth deducem din (20) (21) Să calculăm acum produsul scalar (/* > = țltK'l, > — de incluziune C? de reuniune sau sumă U (sau Ț-)f de mullime vidă 0, de complementară С Яѵ a unei mulțimi M § в DOMENII ȘT FUNCȚII ]N PLAN 693 Dacă pentru este definita o distanță p(a\ у), atunci Я1 se numește «pafw mdnr Exemplul cel mai comun este cel al spațiului euclidian (sau aritmetic] cu w dimensiuni a se munețtc disc (satt (■ cirtitfor) Un plinei iTG se miniqli- Umilii л ghuJ șir dc puncte ;r chică Jini p ( rrj, ,гй) — 0 pentru д oo AvaisUi sc tiotcazii ,i;k lim fl₽>T sau încă ae* -*■ rQ, Un țlf j- pentru care Jim p(J₽h, «r J — 9 pcnlru ti m do, se tiuuuțtc [undtimrtital Uri șir tare posccIA o limită и -șir сшлэд-делГ Mai depcirt Vom avea frecvent de-a face cu (йтепіі, precum și cu mulțimi mârgiiittc și închise, care vor fi numite pe scurt стпрш-и Vom nota adesea cu ^5 domeniile in r nu are această proprietate, deoarece complementara sa este alcătuita din discul închis, plus punctul de la infinit (Vezi și mai departe pag 697 și pag 743 ) Un domeniu se numește multiplu conea, și anume ш-conex* dacă este alcătuită din m- componente disjuncte Astfel, interiorul unei coroane circulare este un domeniu dublu conex Ь) Curbe-Jrontwr# Domenii simplu conexe ș-t mult i pfu cmieaco Domeniile plane cu care vom avea de-a face vor fi caracterizate prin frontierele lor, care vor fi întotdeauna niște curbe în sensul lui C-J or dan Pentru a le defini pe acestea din urmă, să considerăm planul raportat la un sistem dc coordonate carteziene ortogonale și sâ> considerăm funcțiile ;»i = a^țr), r, = a’a(r), г e [a, »] (2) Dacă funcțiile (2) sînt wm/onne (unei valori date r ii corespunde o singură valoare și o singură valoare și continue, atunci mulțimea punctelor (t13 parcurse în sensul definit de sensul de creștere al lui r poartă numele de curbă, jordaniană, sau, dacă confuzia nu este posibilă* cî/r&d Pentru a evita apariția de eventuale puncte multiple pe frontieră* sc consideră смг&с Jordanicne așadar curbe pentru care egalitățile și iSsțr’j pentru ?■', r" e ]a &[ atrag rr = r'\ Daca concluzia de mai sus rămîne valabilă pentru r\ r" e [a, &], curba se numește «teseAM Dacă pe lingă egalitatea, r' r" e posibilă si egalitatea r‘ = a, r" ^=bt ea se numește închisă Condiția ca curba să fie simplă revine la a spune că funcțiile (2> stabilesc o corespondență biunivocă și bicontinuă între punctele segmentului [a, și punctele curbei УСЖКГСП ȘT FUNCȚII + Este vizibil ? ■, că iZ>+ =^„; П П Sț - \J—1 / Dacă -2% este iu întregime aruncată la infinit, astfel că J? este corn* pusă numai din curbele interioare JZ3, plus pi netul de la ui infinit, domeniul se va nota cu Avei# desigur — q ' și JSf- sini dc aceiași Lip cu , respectiv ^() (un ДоіпеііЩ mârgini^ Iară sau cu goluri, respectiv planul ncnіГи-giiiiL cu umil sun mai multe goluri) Dqr în general (clnd :Л ,^0)f 2^ь jih csf;1 complementara lui UV' -|- i-’ig Л ЗЛ Fîg A 3 2 Dacă confuzia mi este posibilă, vom nota pe ' sau simplu prin Uneori, vom folosi caractere grecești oblice sau rusești: Л etc Suldiniem că, pentru discul unitate^ vom folosi întotdeauna (vezi de ex §§ 7, S 9, 11) notația Д+, iar pentru planul cu un orificiu circular de rază 1, notația Д~ Frontiera comună a acestor domenii (cercul unitate) se va nota y Ь96 ANEXA £3 Aceleași notații var fi folosite uneori și pentru domenii dc tip Sau — Л Dacă 7'■- putem nvca = £%£ dar și iȘ’ = și deci ^ V'- , respectiv Ducă frontiera nu sc reduce Ія interiorul ѵя fi te1 + sau teJ , iar exteriorul va fi (J + -j- f/7), respectiv C(W"ri-M Dacă confuzia un este posibila (hi special, dacă J? sc reduce la 2%) votn folosi mimai indicii -I-, — Dacă /Z este compusă din curbe închise, orice punct frontieră poale fi unit cu orice puneți exterior sau interior pj intr-o curba iordaniană care mi arc puncte comune cu front ieri», excep-tîuc! punctul inițial considerai , Astfel dc puncte se tui mese accesibile, și proprietate^ dc mai sus este echivalentă cu afirmația că orice pnuct-front icră al unui domeniu mărginit dc o astfel de linie iordanian^ este accesibil atlt din interior? cit șl din exterior, Orice curbă iordaniană interioară unui domeniu ți care unește două pmete tiontieiii ate acestuia, se numește I^irfnrd l rn doincniu mărginit de o linie jordaniană este simplu conex, dacă și lumini dacEi orice tăieturii t] transformă înli-o mulțime neconexă Tot astfel, un rlomcniii este m-concs dacă și mimai dacă există o pictură care îl teansfarmă intr-un domeniu (лт- П- coneafc Un domeniu cu M cdmponeute interioare âle frontierei este (m -| 1)-conex r unind fiecare cn 5^0t se obține un domeniu mărginit și simplu conex â4", Aceeași afirmație este valabilă pentru domeniul cu aceleași зп componente ini ori o a re ale frontierei în acest caz, corn poneii lele trebuie unite cu punctul de la infinit la care s-a redus Domeniul abilei obținut se notează Fjg Л З З Fig, A 3 1 DOMENII ȘI FUNCȚII ÎN PLAN Ei 97 lipsi gnr, dacă pune Ud de la infinit nu e&te nn punct-front icră, ci un puncL inttrîor pentru 0, Nu insistăm aci asupra, definirii în general a ariei domeniilor plane, întrucit chestiunea este mult mai delicată decît parc la prima vedere Amintim mimai că, dacă funcțiile (2) её definesc frontiera sînt cu variație mărginită, atunci & posedă o arie Mai mult, se poate demonstra ■că o curbă este rectijîcabilă (adică pe ea are sens noțiunea de lungime a arcului de curbă), dacă și numai dacă funcțiile (2) sînt cu variație mărginită în acest caz, locul parametrului r îl poate lua lungimea arcului, -сате va fi notată cu 5 Curbele definite de funcții (2) de clasă p ;> 1, precum și de funcții de clasă С/, sînt cu certitudine rectificabile Pe viitor, vom considera numai domenii mărginite de Unii jordaniene reetifwabilc Pentru aria domeniului mărginit * vom avea prin, definiție S? b (Elementul de arie dx\d^ în ceea ce evidențiază caracterul minhnal al momentelor Sșentrale /п? /щ, lQ în uxe centrale principale cir iîicrЦо (unic determinate pentru un domeniu dat) avem /1а — 0, (Pentru poziția lor, vezi mai jos § 7, pag 739 ) Momentele centrale principale de nerțic se vor nota fn J3, astfel că în axr paralele cu асёэ&а avem ;n =/t-h О( г^Л = (10> Pentru cei toîitc aceste integrate fisă aibă sens, este suficient ca domeniul să fie măsurabil Jordans)? deci ca curbele frontieră să fie definite de funcții (2) de clasă С°ПѴ Dacă iLincțilJe (2) sînt d« clasă C1 șl derivatele lor nu se anulează (pentru нcedași viitoarea toi r), curba se numește nefccfâ, întrucît ecuația Uormakl la o curba plană este [rr - vjrț] : (r) - — л’3 (г)1: я A# £) Ceea ce înseamnă că Irentiera sa arc arie nulă DOMENII ȘI FUNCȚII ÎN PLAN 699 Pe viitor, vom alege întotdeauna drept parametru r pentru astfel de curbe, chiar lungimea arcului de curbă Dacă curba considerată este jordaniană, închisă, cu derivate i’j (s), continue, și dacă X| ((7 + 0) ■= tj (ft — 0) x>(a + 0) ~ x»(ft — 0), ea se va numi curbă n^/edd fnc/ustf* Un ansamblu finit de curbe jordankne netede deschise cu capete comune două cite două ți care tiu sc intersectează reciproc, se nuinește eurăd netedă pe porțiuni O astfel de curbă poate fi deschisa sau Închisă, Eu are deci un număr finit de puncte de discontinuitate pentru direcția ilangenlci (puncte unghiulare) Un ansamblu finit do curbe netede pe porțiuni care nu se intersectează reciproc sc numește linie netedă pe porțiuni Vom nota cu s versorul tangentei, și cu и versorul normalei la curbă, dirijați în așa fel îmît axele (n, s) să fie orientate la fel ca axele (#ly (așadar eu sensul trigonometric de la n spre s) Dacă curba considerată este închisă, vom alege în genere pentru n direcția normalei exterioare; în acest; caz, sensul crescător al valorilor lui s coincide cu sensul direct trigonometric Atunci cînd curba este o componentă interioară a frontierei unui corp elastic, necesitatea de a alege drept normală, normala wterioar# соі^ж/ш, obligă de a lua pentru -n normala interioară la curbă Sensul dc parcurs pe curbă va fi în acest caz cel retrograd Notînd cu n2 cosinușii directori ai normalei n, și cu 6 unghiul de la direcția axei 0^ la direcția n, {aceasta este un caz particular al notației ce va fi introduse în fîg A 7 3 pentru o rotație oarecare a axelor), avem formulele Лл (#) — COS (s^i) — - cos (n,#a) — — — — sin Ѳ, = cos (tS,a?a) = cos («jirJ = = cos Ѳ (12) Presupunerea că curbe le-frontieră slut netede pe porțiuni nu este totuși îndestulătoare : chiar pentru a defini raza de curbură, trebuie să facem uz de formula z? = -L - (13) Dacă dorim ca curbura l//{ să varieze emili nun cei puțin pe porțiuni, trebuie ca funcțiile (2) să fie de clasă cel puțin C3 pe porțiuni în general, se pot considera curbe de clasă CJ, definite de funcții (2) de clasă Cj Dacă aceste funcții sînt desfășurabile în serii după puterile parametrului, curba se numește апаШіса Este ușor de înțeles ce înseamnă curbă (respectiv Ьш) de clasă Cj pe porțiuni^ analitică pe ■Tlrt'l'f i-'iJ JJi ti Dl П П ѴІ І milo P /4 11РІ1І1ІП ІЛѵЛопІлМа nifU /n-lTiVlA ,ІЛ Л1A d Я i 1O porțiuni ete în particular, curbele jordaniene sînt curbe de clasă C°, cele netede sînt do clasă C1, cele cu curbură continuă — de clasă Ca etc 700 ANEXA Gel mai adesea este suficient să ne limităm ia ața-nu milele curbe Liupimoi\ саге satisfac u r m alo are Le condiții : c) slut netede pe porțiuni ; b) există un număr d astfel încit dreptele paralele cei normala la ситЬй într-un punct x intersectează cel mult odaiii acea porțiune a curbei care e situată in interiorul cercului S(e; 0 și o constantă 0 »7 »Q în două puncte гГ, avem («> T*oX 11 I JP ~ Л1Г- Ш) în aceste relații, nu merele d, II t y nu tiînl Juneții de punct Condiția a) arată că curbele Liapuiiov au tangentă ее variază conți ti tiu pe porțiuni Condiția b) poate fi interpretată cu o condiție sufiricnf ă penitu a putea stric ecu^t'ite (2) sub forma i3 — Condiția ) Lrebnîu să fie separat verificați! pe flecare din curbele ce intră in alcătui ген acesteia Pe o curbă neteda, f (ir) poate fi privită ca funcție de л Apropierea ©intre formulele (I I) și (1(3) este vizibilă Menționăm încă Faptul ей pe o curba Liapunov, cosinușii direct ari npnă și cosinusul dhghîtt-lui 9 fcriiuU de normala intr-un punct j: cu direcția din jt In ait punct ac0t sînt funcții hbldvnciie- Printr-uii oarecare аіпіт; dc notație, dacă o curbă este de clasă (san Vj iu raport cu un parametru definii pe o altă curbă, Jle ea vom seric că ca este dc clasă С’ (Л?) (sau Y(J?)) Pentru detatii asupra clasificării funcțiilor ți curbelor, ѵеяі C Mlranda Щ, § 1 ; F Gahov (1J, § L2; N ălushcJișvili [4 b capitolul 1 și Anexa 1 ; I Vekua [ 1 |, LI și 1 2; Unele din aceste proprietii ți (de cx cele relative la curbele І іариіюѵ) pot fi genera ti za teși Ia cazul suprafețdor din e fiecare dată in aceste formule vor interveni valorile la limită ale funcțiilor, iu sensul definit în (1 1 6) —(1 1 8) — cu modificările cai venite de notații : & și în loc de și У Dacă este o curba simplă închisat avem deci lim/(ar) pentru — lim /(ж) pentru x ■■ ■> х$е= Я (И> (daca aceste limite există l) în cazul unei frontiere cu mai multe componente, indicii-( T — trebuie tnlocuiți prin d e (vezi pag - (2) 2 21 Prin urmare? este Convenabil ca orice funcție (reală sau complexa) de punct :i?ă) să fie pusă sub forma unde membrul ăl doilea poate fi întotdeauna efediv scris cu ajutorul unei formule, dacă membrul iutii posedă această proprietate (Remarcăm căT prlntr-un anumit abuz de noUtiie, vom păstra simbalul funcțional Gh independent de faptul că avem do-a face cu variabil ele ra sau Desigur, este hi fapt o funcție (chiur funcție ДОПthlUâ) dc^r Aceasta nu este însă O funcție dcrivabilă, întnicit raportul iăx-3 J — (Sira/^^t)2 1 8ф -h i3;rs 1 + 1 4- Яш posedă o liEiiilă unic dțfețerminată pcnlrn 8^ ->-O Tocmai aceasta explică motivul pentru care mi este convenabil a privi funcția 6 ca funcție de и singurtl variabilă completă Dacă pantni un j dat, va-loarea funcției G(^ 3) este deplin determinata (tișadarT dacă G depinde dc punct,; și nu Й de drumul pe eiire acest j 4 FUNCȚII DE DOUA VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 7 se stabilesc м formulele = h*P (fr)l С-л + 1*XP (- G> - {J0> 4x = i7î JfW> (4ț)l 4i - fexp ( - jZ)l b SHU ІПСЙ ® » = *- lexp {Ехрггчги derivatei In raport cn j obțhițndu-se — ca și în (5) de ali Ге 1 - prin irrevfca hi membru] a) f a — "~ I(fi,l — /45) H- І (Ад + 2 In par Ucu la$ avctn evident (compara cu (4)) (14) ’teca ce subliniază caracterul exterior al operației de conjugare, și permite să considerăm formal variabilele j ca variabile independente din punctul de vedere al proprietăților diferențiale Subliniem îaptul că toate operat iile care iși au originea iu {!)-■ (fi) au un caractcT foi mai 1 ți * nu slnt variabile in dependente, hdcrivatcltJ’ din (5) nu sînt în fapt derivate (limite de rapoarte dc creșteri Elementare) etc Totuși, acest nwd a raționa este extrem de țitil, și el poate fi riguros fundamentat (Ѵеяі L Ahtfors Щ § 2 1, pag 41—42) Totodată, el poate fi privit ca un drum euristic ce conduce la anumite rezultate, Întotdeauna cu putința de verificat ă-poste-li ori, ♦,A integra în raport cu / " - Înseamnă a găsi o funcție a câni derteatâ — în sensul din (5) — 4n raport cu sa fie funcția dală în calcularea acestor integrale tiu e deci vorba nici odată dc drumuri de integrare, de condiții la limită etc Din (14) se vede limpede de cc este îngăduit să tratăm aci pe й și f ca variabile indepcnticnfe, din punctul dc vedere al proprie Ій ți lor legate de operațiile dc derivare Anumite precauțîițni sînt desigur necesare (vezi de cx N Mushelî^vili , s 2-2) — S - C-^ -i- БС В>1 ■de aci deducem ușor condițiile ce înlocuiesc condiția (16) FUbîCTH DE DOUA VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 705 In tine, întrncît qvem 6 „ - — [«!>(-2ix)l [(? « “ Я'1 в я - «"‘Gja) - Я (fi~* С,, - Я-’G^j, 4 deducem ușor G ,i = 6 „+ G u + 2G ti = 1 (G,„„ - fi-1 G „ - R~*G,„) cos ÎX - 2 - (Я"1 G,Rlț - fi’2 G x) sin 2Z + ‘ (« «« + 2 de unde, utilizlnd șl (3 12} : - “(L + ИЛЬ (23) 2 și analog f ?W = -1- (G - i ГЛ (3*) 2 705 ANEXA м Pentru o funcție complexă oarecare deducem dc aci = u'(s> + ИЙЙ = - i JMW - Au'W Dacă f este reală, atunci (24) decurge din (23) ргіп conjugare, iar (25) conduce la A, 2F!p ІЛп â' c) Integrala definită Condiții de uniformitate Integrala curbilinie Sp /(St S) Tff(S, 8) > 5«> - 9(4л atunci variația ei pa orice curbă închisă din depinde numai de variația ci pe componentele interioare ale frontierei, cuprinse In *&* Intr-adevăr, să atribuim rolul curbei fif* la două curbe simple InohlM £?' T S'* care ou sc intersectează, sînt conținute tu 5Г, țî cuprind în interior numai componenta ¥} a frontierei Fig Л -l l a Fig А 4Л b Fie o curbă țâre separă din £2f nn domeniu dublu conex care conține ambele curbe Fie ajbj □ tăieturii care transforma aetst domeniu într-un domeniu simplu conex în fine, fie P și Q punctele de intersecție ale acestei tăieturi eu ți ♦ întrucit curba Qr ^JP Q este rituală lutr-o porțiune simplu conexă tliu £ZT urmează că variația funcției ț> în lungul rî este nulă (Curba este parcursă la sens direct, iar în sens retrograda) Avem prin urmare, ținînd seama de (39) ți de sensul de parcurs : FLTNCTn DE DOUA VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 709 Punctele P Q fiind oarecare, rezult:'! evident că variațiile funcției 9 nu depind de alegerea lor ; Întrucît funcția ș este continuu In + Л?, avem în definitiv !?UJ “ lpJ~- (W> Rezultatul râmtne valabil dacă *?£’* are puncte duble El &e poate generaliza la curbe incluse care conțin in interior mai multe conipununte interioare ale frontierei; In neeat caz avem M мл, ă)iyr- 5j n> ’ J₽4 1 (11) unde este diferența dintre număr ut de drumuri închise parcurse pe in sens direct In jurul lui t , ți numărul Celor parcurse In sens retrograd în figura A 4 2 am considerat din nou domeniul din figura A»3 1, șt o curbă Închisă Qî"' lJtPPr Aceasta poate fi descompusă In suma curbei închise PoaefhijPlninol-^, situată în Întregime In domeniul simplu conex ^,|’p și Q anumitor curbe Închise care rcmțfn fiecare cita o singură componentă interioară a frontierei Tăieturile de pe figura Л З З stnt identice Hg* A 4 2 cil cele de pe figura A 4,2, ele sini trasate In așa fel Incit să traverseze numai aceste curbe închise, țj nîd o porțiune a curbei dale a cărei traversare poate fi evitată Prin urinare In acest exemplu avem I?]^ “ - s (ФІ*, + l’Pțe - iflsr, • Putem studia acum aspectul Integralei (27) pe orice curbă dîn ^+, Intr-adevăr, dacă condiția (33) este satisfăcută, aeuasLu este o funcție uniformă în orice porțiune simplu conexă din întrucît funcțiile f ți (? slnt uniforme, ea satisface ți condiția (39), Prin urinare, 1 ie pot aplica pele spuse despre funcția ț (j, 710 ANEXA § 4 Pe orice curbei închisa avem evident Rlr,=6 f ți ținînd seama de sensul dc parcurs, obținem w ra»+r ЕМ'Ѵ Ml 1 de unde ț + S - >i (j a + sw «j л ■ (1 f) >-i ucid*; integrala Л (J Й poate ti cak-uhtâ pe orice curbă intre Po și P, care nu lese din ", ațfkdar rtU traversează tăieturile fu exemplul din figura A 4 2 , integrala /t poate fi calculată de pddA pe curba P^onmlP Avem deci Йт â) — Л Qi 4“ 2ітІ (- 2/x + Ițț ^il- Din (41) rezultă deci : condiția necesară și suficientă pentru ca integrala (27) m fie o funcție uniformă în domeniul multiplu conex 1, e^t e ca Bă fie s&tiaftoită condiția (33)r și ra perioadele Z din (43) să fie nule ti) Formidtt hti D, Pompeiu , Să considerăm о еигШ simplă închis : 'f> In ți să presupunem c i i- l nu cuprindeltilntc> ГІОГ nici и componentă a frontiere! Domeniul simplu conex mărginit de ЙГ >e v;i nota cu /У- Să notăm cu Z = Xj -i- i Ar3 tm punel curmi In ți sil considerăm funcțh i) f(Z* Z) z-ă D5) a) Upcori* neest nume este alrlbull constantelor FUNCȚII TîE O VARIABILA COMPLEXA 711 pentru un punct oarecare, insa fix, J e 1 L$f /fiind o funcție uniforma g) G CL(^)p| П C°(^F + J?) Trasînd un cerc y' definit de IZ - â I s> ți o tăieturi de Ia y' la putem aplica formula (29) funcției (45) Obținem evident f(Z,Z) o ' f(Z Z) „ — ■ dZ — 2i J / z — â (\- '/(Z^Z)' Л șg z -a ■ai l dXlț!Xa (46) Trecînd 3a coordonate polare Z — J 1- еехр(іѲ) pc y'3 obținem cu ajutorul primei teoreme a medici lim L (j2 — 3i,lî f ei exp (iD) dO 2mf(Js j), J/ Z J E >0 Jo e ftxp (16) аяLfel ca (46) conduce Ia fbrmtda lui Pompe iii x 1 f KZ>Z)^ 1 ff -î-X №» 5 a) Funcții uniforme Serii Singularități Vom considera deocamdată mimai funcții uniforme dc Definițiile funcțiilor continue» hOlderiene, cu variație mărginită, sînt similare celor din domeniul real Dacă funcția considerată este (1/fercnțiabilă ca funcție do (ваи, ceea ce e același lucru, de л, $), atunci (1) echivalează cu b= A Cl ) Acest fapt explică țțrlnsa legătura dintre teoria funcțiilor dc o variabilă complexă ș[ studiul ecuației lui Laplace sau eH unor ecuații Înrudite (ecuația lui РЫзаоа, ecuația biarmnnfcă) Pentru o expunere caniecventă в acestui punct de vedere In Integrarea ecuației lui Laplace, vezi de exemplu C [ac oh capitolul I ; S Stoilov [] ], volumul 2, 1 1- 18; capitolul 2ь Condiția (2) se cere satisfăculâ pe orice drum parcurs de punctul J în acel domeniu in care f ore forma (1) Aceasta înseamnă ей ecuațiile (2) sau (4) se înțeleg ca fiind satisfăcute în toate punctele inferioare, dar nu In puncte frontieră ale domeniuhii de definiție Acest fapt obligă la a considera numai domenii (mulțimi deschise și conexe) ca mulțimi de definiție peni ui funcțiile ce ne vor Interesa, Dacă anumite proprietăți vor fl valabile și pe frontieră, aceasta se va specifica aparte Făclnd uz de (4 5), ecuațiile (4) se pot puric și sub forma fi ,гм і4і w Din (4 24) deducem ca condiție echivalentă cu (2), condiția (6) FUNCTlt DE O VARIABILA COMPLEXA 713 verificai! pentru orice curb! din interiorul domeniului dc definiție In acest caz, din (4*23) obținem pentru [ - Уф: (7) Ecuația (в) conduce la generalizarea farmnl! a ecuațiilor (1): /М^-Йііи /(i)dj-=O, (10) J» umk este frontiera oricărui domeniu (eventual пѵіШрИі conex) *д/ ! (Z iS? , Teorema rămâne valabilă și pc dacă Jfo) e CQ(^ -?■ 2Z}- Dacă j/ h rate multiplu conex^ (10} se Înțelege ca лилій a integralelor luate pe toate trombon cutele lui J? (In eens direct pe fi în sens retrograd pe J = 1, 2* , , m) Dacă IZ este simplu conex, im {IU} urmează că integrala (ft) nu depinde dc drumul (deschis) УГ, ci numai de fQ) și de capelele acestui druuu în acest cazT funcția ffU)-C fW Л» privita ca funcție dc limita superioară de integrare este de asemenea ol umor fii tn întrucît ca este uniform! și monegenă, derivata el fiind (12J Orice funcție ffQ)cc verifică relația (12) se numește o primitivă a lui f ф« Integrala definită (1l) este una din primHivcle lui și calculul cu primitive poate tî folusil lu domeniul coni J» Jift j=t undo J '1J • (H> 2irf I o 714 ANEXA Curba 'r>; arc aceleași capele și același sens cu nu traversează nici unu din tăieturile ce transformă domeniul^ intr-un domeniu simplu conex Funcția ( dl este deci uniformă Xsupra naturii funcției (13) vom reveni in (60) Teorema lui C&uchy (1 0) conduce lalui (’auchy t dacă /(^) este olomorfa în Ж, atunci pe огіес curbă închisă interioară lui £# avem Ш) = —o Злі 7(1) dt t : „s (15) Formula rămînc valabilă pentru un ansamblu de curbe închise, situate în interiorul Iui definind un domeniu CZ Ea rămîne valabilă ți pe J?, daca e + ZZ Prin derivare, căpătăm din (15) f(D (H>) Orice funcție olomorfătn & arc deci derivate dc orice țjrdin in C₽ Iți pierde sensul Despre existența ți comportarea derivatelor (16} pe S? nu se poate nimic 3’prlori , șt Împărțirea funcțiilor tn clase Si pune în vecinătatea oricărui punct aparținiiid domeniului ei de morfie, funcția /(&) poate l'i scrisă șub forma unei dezvoltări în Taylor i olo-serie unde n>0 (18) n! Un punct în care (17) nu este valabilă se numește punct singular (de Caracter uniform — întrucit /(3) este uniformă) Reciproc, considerind serii de forma (17), unde coeficienții sînt niște numere complexe oarecare, se poate demonstra : (34> Prin urmare, partea principală fi dezvoltării (22) converge âb^olut și uniform in orice punct ]Z l £ depinde numai de соеГісienfii părții principale, iar 2Й°3 йшпаі de coeficienții părții regulate a f uncției Pentru ca dezvoltarea-să aibă seu^j trebuie desigur să avem J?1 (36) rt= — ea unde A = AXda, Ji l у unde am notat cu у cercul-unitate, eu Й -j exp (iQ) un punct curent de pe y, M un punct curent din plan (Aceasta presupune că/(Q e pre-lungibila pe y ) Dacă scria (26) se reduce la рзі-tca d regulată, funcția este ofomorfă în interiorul unui cerc cu ccntnd In origine, inclușii? in origine Dacă^ — 0 pentru л > ni 0 (și desigur și pentru n m > 0, funcția se reduce la un poținom în l/£, și suma arc sens in orice punct disi plan, cu excepția originii : avem deci Jf = 0 O funcție a cărei parte principală este un polinom de grad /л în l/£ se zice că are un dc ordin m în origine (sau In geneza! In punctul corespunzător originii în transformarea despre care am vorbit mai яш) FUNCȚII DE O VARIABILA COMPbEXÂ 717 O deosebită Importanță o are reziduul funcției /($) in ta: л, =AI 2*1 Jar Dacă conține în interior mai muîfî poli (dar nu ți alte singularități), integrala (28) rezulta egală cu sama reziduurilor respective Această teoremă — care poartă numele de teorema reziduurilor — permite calcularea simplă a anumitor integrale curbilinii Dacă este un pol dc ordin pt putem scrie ЛО = (a — io)-’ S(â)> ?(îa) ¥■ O > (29) și atunci pentru reziduul in ta obținem valoarea 7-t ==[(p -!)!]”* f-'U (30) Nu Jnsistiim aci asupra teorvnirlur clasice reUlive la runcțiHe olomork sau nieromorfe Prntru Informații, vezi oricare din tratatele indicate la pag Q84 b) Funcții multiforme Vom aminti acum unele proprietăți esențiale ale funcțiilor mtdte'-forme, pornind de la două funcții elementare Fie mai întîi funcția J — V*, p întreg, p>2 (31) Această funcție este uniformă, dar nu și uni valență ; notînd 3 = Я exp (iz), C = p exp (iG)T (33) și ținînd seama că exp (2-i) cos 2* 4- i sin 2* = 1, constatăm că celor p puncte distincte =$> 1, 2, , p-1, (33) (34) le corespunde un același punct $ = p” exp (ipO) Funcția (31) devine insă noi valență dacă restrîngem domeniul ei de definiție la un domeniu care să nu conțină puncte (34) distincte, de pildă la un sector й(2к/р) 2, (35) (36) 7I-S ANEXA еаге este (abstracție făcînd de notație) invers funcției (31) Această funcție este в ni valență-dar mi și uniformă într-adevăr, întrucit pentru orice fc întreg avem ț = g охр (i6) — p exp [і(Ѳ + (37) din (3H) гезцОД mai departe (38) așadar p puncte distincte în planul Lp Prin urmare dacă punctul ț descrie o curbă închisă ,7 ea re mi trece prin origine și nu o cuprinde in interior, atunci drept imagine ă lui Z in planuQ se obțin p curbe închise distincte re iile unele față de altele de unghiuri 2^/p și care In transfer marea £ — au toate aceeași imagine Л, într-un domenii în care nu pxiștâ curbe închise cari conțin In interior priginea, limcl ia (315) se zice că are p ramuri uniforme (deci olonforfe) Pentru я ie deosebi între ele, este suficient să precizăm valoarea ^o r eu corespunde unui anumit purici l^n Dacă însă curba Л eon ți nu originea In interior, imaginea sa este o curbă deschisa, și c necesara parcurgerea lui Л de p ori pentru ca puncLul-imagine să revină în planul 5 la poziția inițială В amu ri le funcției mș ni ai slut deci separate, și prin variația lui £ se trece continuu de pe o ramură a funcției pe alin EfecLuînd O tăietură de la Л la origine, se obțin din nou p ramuri distincte, continui și uniforme alo funcției Zn domeniul modificat Dar pe rele două borduri ale tăieturii funcția ia valori (arc determinări) diferite, care hebuie precizate slab ițind ramura pe care ne aflăm-(așadar, prin continui ta te)- exemplu cazul p = 3 : Să luăm drept (39) Din (38) awm deci 3 == у p cxp 2тг\ A - 0, 1,2 (40) Luînd drept curbă Л cercul-unitale ? din planul ț, obținem imaginile din figurile A 5,1 sau А 5 Э, după cum consideram domeniul Д 4 (discul imita le), sau același domeniu tăiat iu lungul sem taxei negative, așadar după segmentul [- 1, 0] în acesfo figuri, am înseninat CLI indici (7, (")* ('") punctelc-îmagine ce corespund primei, celei de a doua și celei dc a tțefa parcurgeri a cercului у în același sens In figura A 5 2, segmentul [— 1 0| are trei imagini (duble) posibile întrucit pe £emî-axa negativă aveoț 9 = îv, putem nota ați c = - T = T exp (K 0 {adică putictde tf*# ая din Figr A 5,2) Ramura corespunzătoare Iui Jt — 0 dă atunci valorile 3 (1/2) УТ (1 b i |; 3) pe bordul superior, 8 a -i p’s) pe bordul inferior (43) Ramura к — 1 dă inferior !n fine, ramura con siderale a s valorile — pe bordul superior, respectiv {1/2) ]^T (1 4- i ^3) pe cel в 3 = 2 НЙ valorile (1/2 (1 - І j/З), tespecliv ff pe bordurile Alcglnd p — 2, obținem funcția cu două ramuri (vezi fig ЛЛ>3) J - (44) 720 anexa §5 Din (41) urmează pentru ramura A = 0 pe bordul superior, pe bordul inferior (45) A denia ramura A — 1 dă aceleași valori, cu semnele schimbate în figurile Л 5 2 și Л 5 3, imaginile cercului у tăiat după segmentul [ — 1, 0], prin intermediul ramurilor A — O ale funcțiilor (39), respectiv (4-1), sînt trasate îngroșat Funcția exponențiala S = exp £ (16) este, ca șî funcția (31), uniforma Dat fiind că avem exp (2ni) = 1, ea e periodică și deci nu poate fi îmi valență, tn orice bandă 2b: Jsr, “ І,W , (51 > puțind fi înlocuit cu orice curbă Închisă *Й? care conține în interior (ocolind-o o singura dată) componenta a frontierei domeniului multiplu conex și numai pc ea (Remarcăm aci că funcția 1 o gări t mică satisface condițiile (4 37) și (4 39), Există funcții-multiforme elementare care nu le saLisbe, ca de pildă sau £ In Pentru funcția ni j=i J unde 1} slnt constantele (4 43), avem deci №)1^ = Ш (53> de unde urmează că funcția = — a(j) arc perioadele nule Așadar, putem serie Mktf - X Ъ in (i - jp + & (j/j), J=I (54) unde Za(g,’j) este o funcție uniforma in domeniul multiplu conex Alegerea funcției (52) nu este unică, în primul rînd, ea depinde de alegerea puncte* lor J Iu âSfj" Mai departe, în Ioc de (51) putem scrie G [în (J “ == - 2iriȘM, (55) astfel ей din (51) și (55) urmează Gu aceasta, sintem conduși, în loc de (5І), la funcția (5G) î -Z 2* î> “ У Jt in — J , {57) /=i 5 — ii ceea ce dă — în loc de (54) — reprezentarea ■r nl 1 — І J(M -V 1 ta -‘ + ЫІ- J) (58) 2 i - i i ~ij Formula (54) separă termenul multiform din J(jdj)sub forma unei funcții dc o singură variabilă 3 Formula (5S) pune in evidență partea imaginară, multiformă, a funcției 1 ogaritmice, și o elimină cu totul pc cea reală, uniformă î in T- - 2І argfj- l) (59) i-i, 1 Odată cu modificarea termenilor lugaritmlc^ sr modifică desigur ți funcția dar caracterul ei de funcție uniformă rămlne înlacL Aceste formule ne vor fi utile In două caruri 722 AîTEXÂ Mal 1пШ> din (54) urmează pentru f(£) oldmarQ în 0 di — V у in (ă — i) + (GO) J > -l unde $g(J) est» uniformă, deci olanu/rfu In 31 Iar I f - Dacă ft = 0, alunei există un disc cu centrul In fl de ГАЕй mai mică drclt шва de convergență Л0, In care funcția rsic uni va lentă» In domeniul imagina al acestui disc, funcția t [~г ф «te deci uniformă fi ofoiuorHL Dacă Insă f'(^) - 0P un asLfrî de disc nn există și funcția Inversă nu este dcsfățurabEtâ In scrie Taylor* tn schimb, dacă prima derivat! nenulă In este f '-0, p >2» atunci se obține seria î - C»+ f C»(i - io)”'®- (67) H-î i l ’NCȚTl ПІ 0 VARIABILA COMPLETA 723 Acest raționament sugerează â se considera mai general scrii de puteri fracționare, numite sene Lagrange : У U) = v Л(л "- W""- (68) * ■— OE Este evident că sumele unor astfel de serii &înt funcții multiforme, de același tip cn funcția elementară (36) (Notăm ca, chiar dacă avem J'(ț0) =£ inversa seriei {66} este - - în exteriorul discului despre care am vorbit mai sus de asemenea multiformă,) Punctul poartă numele de punct critic (sau de ramificare} de ordin p Ducă termenii cu puteri fracționare sînt în număr finit, el se numește punct critic algebric în caz contrar el se numește critic transcendent* Separarea ramurilor uniforme ale funcției multiforme (68) se face — în principiu — la fel ea in cazul funcției elementare (36), așadar prin determinarea domeniului de uni valență al funcției inverse Noblm că pentru л calcula derivata unei ftincțSi multiforme, trebuie să precizăm faiot-draima ramura uniforma la care ne referim (vezi pag 712)* cj 1 *rel ungi i *e an aii ti că Să considerăm o funcție olomorfă într-un domeniu 5^ de frontieră St (Indicele „zero4' axată aci faptul că funcția este olomorfă, deci uniformă,) Domeniul 5? și funcția J0(fr) privite împreună poartă, munci© de element ț^, /(l} Un punct-frontieră se numește regulat, dacă există un diac eu centrul în acest punct și avînd raza ne nu Ій, disc în care funcția /0(й) fia fie desfășurabilă in seric Та у lor (convergentă) І и felul acest a, prin punct ele regulate ee realizează prelungirea funcț iei /q(j) în afara domeniului ci inițial de definiție & ; astfel apare Ideea de funcție definită de mai multe elemente tuyloriene, convergente în discuri ce se acoperă parțial ■'undeleЛгопііггj care nu sini regulate &e numc sc puntle lingu/ora, Prin repetarea operației de prelungire sin tem conduși {In genera], după un lanț infinit de operații] la a roiisidcrâ ansamblul clementelor taylorlene obținute prin toate operațiile de prelungire posibile, șl mulțime и obținută prin reuniгѵа tuturor discurilor de ton vergea țâ ale acestor clemente Aceasta mulțime poarlă numele de domeniu de de/lnZ/te дотріс/ (wclcrstraeslan) al funcției considerate, iar funcția /Ц) astld [fcfinitA, de ріпф'с analilică camțdrtS (In sensul Iul Weierstrass), Domeniul de definiție complet cate prin construcție o mulțhiic deschisă, a cărei [rentieră e alcătuită uu-ггщі din puncte singulare Funcția /(д) l;v care am fost conduși pornind n-0 unde coeficienții trebuie determinați din condițiile flQ =■ J(- O, Dacă ți această propriei atu (care depindă de coeficienții f așadar tot dc numerale C, g ) cate ешШ-făcută, atunci funcția /(£) este construită șJ are o valoare deplin determinată In orfee punct din interiorul cercului S Я0) (Valuri în puncte care au drept punct de acumulare î^uti punct singular, nu poL conduce la construcția dorită Rezultata] jH*’ — Q va arăta aceasta ) Prelungirea analitică a acestei funcții se poate face acum pe cnleu obișnuită, ți In Acest fH darea țirurilor țh, se dovedește suficientă pentru л defini funcția analitică comple tă,» In domeniul ei complet dc existență 726 л nex А § 6 Construcția de mai sus arai а ей nu orice șiruri dc valori £w in puncte C* determină o funcție olomorfă Iar dfecă ele o determina, atunci darea valorilor ci în alte puncte (de pildă, chiar pe o mulțime ce poseda, numai două puncte de acumulare! este fie superfluaj fie contradictorie Din cele de mai sus decurge teorema de unicitate (interioară) : două funcții olomorfe care coincid pe o mulțime dc рипсЦ ce posedă un punct de acumulare în domeniul lor de olomorfie, coincid, tu particular, doua funcții olomorfe ce coincid pe un subdomenin al doinenmhu de olornurfie, sau pc un arc de curbă interior acestui domeniu, sau pe un arc-friHitieră care conține un punct regulat, coincid De aci rezultă- că mi ne putem da arbitrar valorile unei funcții olomorfe pc o astfel de curbă , în particular, iin orice funcție de punct pe o curbă poate fi privită ca valoare pe acea curbă a unei funcții olomorfe (compară de ex eu problema lui Dirichlet pentru ecuația, lui Laplace) Raționa meni ele de mai sus sînt legate de Capiul câ p tine Lui Ca apare hi definitiv a fi puni-;, interior dorneuitilui de oh>morfie Se poate cercel и chestiunea teoremelor de unicitate (ți deci a datelor strict necesare pentru a defini o funcție olomorfă, și mai general o funcție analitică) chiar pentru punete-tronііі'Г;і ale domeniului complet de definiție Pentru astfel dc teoreme {sludhit e inițial de X Liiziri și 1 Frivaiov 114 capitolul 10; А, Marku-sevici , § 3 6; 1 Prival&v f2), șj 12 4 Ari vom remarca numai că, dacă dezvoltarea din (69) nu este posibilă, rasnluc de cercetat posibilitatea ca sa nu fie puiii-L ile nuumiilare ві mulțimii punctelor date (cte ex , — 0 pentru puncte date pe r), Proprietățile pretinși- în acest сйя sînt mult mai puțin severe TuLnșg și aci trebuii' spua că rttt funclie dată pe uți arc de curbă oarecare poate fi privită ca valoare la limită a unei funcții olomorfe lnlv-щі domeniu a cănii frontieră conține arcul in chestiune De exemplu, condiția ca o funcție de puncl pe ceriu 1-nm-tate f (cr) să fie eu variație mărgini lă șesfe de natură să asigure ^acordul11 între valorile atribui te funcției pe r- așa tel ca dațete să im fie contradictorii, Peii1 ru ă ne asigura insă că f(cr) este chiar valoarea la ifinitfi ei unei funcții olomorfo in discul unitate, o încă nevoie dc alte condiții supli meni arc De accpAlă ehftsliuuv ni’ vom ocupa in § § 10, 1 1 §6 REPREZENTAREA CONFORMĂ în studiul aspectelor geometrice ale teoriei, pe primul plan stau următ^tele probleme, pu se încă de В ierna un : data fiind o funcție /(?} definită într-irn domeniu Д din planul u, care sînt proprietăți le geometrice ale domcniuhu-imaginc ? Dat fiind un domeniu & în planul g (cu eventuale suprapuneri), există oare o funcție/( '(£) j/; 0 In /Л în acest caz, se demite trează ей mulțimeii este mărginlLă сопслй și deschtaB—așadar imaginea £3 a doinvinului Д este dc asemenea un dwrtâniiL Funcția C^» 1(g)csre realizează transformarea inversă este și ea оіопюігій Ln & și derivata ei este de asemenea diferită de zero Imaginea unui cerc infinit mic din Д este tot un cerc Infinit mic in iar unghiul dintre demâ elemente liniare din Д coincide în rnnrimc și sens cu unchiul etern entrlor-l magi ne din J25L Mărimea eet* modulul dilatării liniare, tar argtu'(^) eele unghiul dc rotire al Imaginii din ® fsță de elemetrtni-obiect din Д, O astfel de transformare poarta numele de reprezentare сои/оппД и domeniului Д pe întrucît tu(£) este olomorfă, eu este desfâșurabilâ iu scrie Taylor în vecinătatea oricărui punct £ e Д ; aceeași afirmație ește valabilă pentru w"1^) în SL Dacă într-un punct oarecare am aven funcția £ = щ‘ l(p ar avea un punct critic în punctul corespunzător (veri $ 5 pag 722 — 723)ceru ce contragere iputpza dc iinivak-nță Prin urmare, condiția o'(О ф 0 In Д nu mal trebuie lormulată aparte Se poate demonstra ей condiția fh*ecsarâ șl яиреіглМ pentru cu funcția să realizeze o reprezentare conhWTiiă a domeniului Д, este ca ca să tic Gltiznorfd țfl шііімІиіМ în Д (Dacă condiția de unlvalențft nu este satisiăeulAt funcția realizează totuși reprezentarea conformă intr-o vecinătate suficient de mică a fiecărui punct In care ci**(O =A 0,) Punctele ln rare avem <>/(£) 0 sc numesc puncte de rOtnificure ate reprezentării Astfel dc puncte pat fi situate numai pe frontiera lui Д Pentru funcția capitolul 5; G, Goluzin [I j, capitolul 5; G Julia 12]; M Keldiț [1J, [2J; M Keldlț și M Lavrenticv [1}; Z Nehari flj, capitolul 7 In particular» pol fi reprezentate conform unul pe celAtalt numai domenii de acetașl ordin dc conexiune ЛічпьІА condiție tute ne ce вата, dar mi și duficlentâ : eu excepția domeniilor simplu conexe, doufl domenii de același ordin de conexiune nu pot fi în general reprezentate conform unul pe celălalt- Astfel, douA coroane circulare pot fi reprezenta le conform una pe сезІ^Ий dacâ și mimai dacă rup^rtul razelor lor este același Dacă cete nemărginit > extalâ un punct în Д (ți numai unul) tu care are un polf șl anume un pol simplu (Dacii polul n-ar fi unic, puneluJ de ta infinit In ar fi imagine a mal multor puncte distincte; dacâ polul n-arfl simplu, funcția g - ы 1 (І) :,r aves Clin P|JnH critic algebric la infinit ; In ambele cazuri, i■«■prezentarea n-ar mai ti univalcntă ) Prin utmwe, dacă Д esle mărginit ți este nemărginit, vum avi-u Й = w cu o)D(O olomorftL Dacă domeniile sînt nemârginite ți punctele de la infinit не corespund, avem (cu oi[j(^ oloinorfâ în Д, induși v ht In finii): a = o(o = wtc + roD(o {3) Pentru uncie exemple elementare de reprezentări conforme, vezi dc exemplu M, Lavrcn-tiev țiN, Șabal , J3LX; I Privalov |2J» 5 3,3, b) Corespondența frontierelor Orice problemă la limită în care se face nz de reprezentarea conformă pe un domeniu canonic in care soluția poate fi mai ușor găsităr obligă la considerarea valorilor la limită ale funcțiilor cu care operăm Este deci necesară cunoașterea proprietăților la limită ale funcțiilor care realizează reprezentarea conformă, așadar studiul lor nu numai în domeniul de defi-nițiij ci și pe frontiera acestuia- REPBEZENTAIIE COXFOUWtA 729 Există o 5 trinsă legătură intre aspectul frontierei domeniului și proprietățile la limită ale funcției o(£) Astfel, să presupunem că funcția to(O reprezintă conform domeniul canonic Д + de frontieră J7(avînd o componentă exterioară Ло r Și r« componente circulare interioare Л1Г Л 2,, Лт)> pe domeniul multiplu-conex *2?, de frontieră 3? este fie 0 curbă jordaniană simplă Rezultatul rămînc yalabil în cazul unui domeniu multiplu conex, și poate fi formulat precum urmează, sub numele de teorema corespondenței frontierelor : o condiție necesară și suficientă pentru ca ы(^) e С°(Д+ +Л) este ca să fie formată din curbe jordaiiiene simple; curbele iafy sînt imaginea curbelor Лj prin intermediul transformării ш(£) prelungite pe //,, corespondența dintre 57și fiind biunivocă și Ъіcontinuă Funcția ы(£) prelungită pc Л rezultă a fi ou variație mărginită Mai generai încă, sc poate demonstra că dacă £ C®(z7), uncie 0 t, avem (t) în raport cu punctul теЛ* Chestiunea a fost examinată de IV* Seidel i 1J, ale cărui rezultate au fost precizate de V Smirnov Luînd ca parametru pc / lungimea arcului de curbă jî, preșupunind că funcția â absolut continuu» și că există mi exponent 9 ■ 1 astfel ca funcția li*(e)|4 șa fie integrabilă, se demonstrează că -dc^i țo) Tot astfel, daca funcțiile йЧ*)> Г(л) sînt absolut continue, si | ,J este integrabilă, atunci ыв(О poate fi prelungită prin continuitate pe Л : ^(Г)|л =dM^)/^- (G> în particular, rezultatul din (5) este valabil dacă iar eel din (6), dacă Aceste condiții sînt, pastrind рроро грПс, tuni lari tfecitcondiția ca fZJ vi fie u linii- jar* d:iгітрЖ cure asifurâ continuitatea In Д : ■ // a fnncijd Sublinîriu inșii ей, pc de o parte, ele sint numai condiții suficiente ; pc dc alia pariu, ele asigură continuitatea derivate* lor генрѵсіhl ți pc drumuri tangente la fran litru, așadar in condițiile cele mai revere Teoremele ramln valabile dacă r/ ‘ nu еяіе domeniul canonic cu frontiere dirrubiire, ci un demn riiu си compuneriîe ,7j oart-cari» dar dc rlîisfi ’ iificicnt dc înaltă (Iiipiutlcubг г дппІШсе) ale frontierei In practică, este de mare 111 iii la te teorema inversă teoremei de corespondență- а frontierelor, numită principiul corespondenței frontierelor z dat fiind un domeniu multiplu-conex Л de frontieră Л, și o funcție «ațt)> olomorfă și in ii valență in Д, și continuă în Д + Л, atunci domeniul multiplu-conex £& definit de curbele со(Лу) (sensul de parcurs fiind indus de sensul dc pe Л,-) este imaginea domeniului Д in reprezentarea conformă jș = oi (ț) Acest principiu permite să realizăm următoarea construcție i fiind dat domeniul Д de frontieră jordaniană Л și fiind dată funcția |l|; C* GnUcgiio și A, Oshovski țl ]; M Lavrenllev țl| capitolul 2; L \rkmi 11 ț, $ 1 2: S WafbchEwski Щ, c) Funcția lui Green РгоЫлтч directă а reprezentării conforme este, evident, mult mai di Firi Ij Iii rezolvarea ci, este di1 mare utilitate legătura dintre funcția «o(Q și funcția lui Green ц domeniului dat Э7 : Іо) lulj йо! “F S' 1» ooK utide hindia reală țj(^, este armonică ca funcție de xx, și satisface condiției - ЗЛ te#- w NnUml cu H(> gq) conjugata armonică a funcției G(jb ja) (dc asemenea ca funcție ■ exp ț - ISțJ, J,) + iH(j }0) |}, (9) urnii' este imaginea originii ț - 0 (Funcție H( v 5В) eslt1 in genere multiforiuâ ) Aceste formule rămln valabile și pentru un domeniu multiplu conex Problema directă a reprezentării conforme este decî principial echivalentă eu p ruble mu dt tvrinin ti ii huicții-î 0(3, 5q)+așadar cu імгг> -гтіМ prob!> -tnâ Dirichlet pentru ecuația lui i ipi ite, cd date la Urnit* ce depind numai de geometria domeniului Funcția lui Green este htsmrfantă hi ruporl cu n reprezentare conformă (adică Ir^usîor mila fi prin intermediul reprezentării este chiar funcția lui Green pentru do meniul-imagine) Peillru studiul funcției lui (тгіч ц, Vi t1 de exemplu G- Guluzin | i }, £ G 3 ; C Ittcob j5], capitolul 2 pet t —7 și 12—22; S Stollov (l| volumul 2, capitolul 1 pct 12 18 ț cap ă, pct 1—6 d) Integrala lui Sehwar^Cliris toffel Re p rrzrn tăr i a p ro rimft tive Funcția de reprezentare poate fi adesea construită efectiv eti ajutorul principiului simetriei Astfel, în cazul unui domeniu m&rginit de o linie poligonală închisă, el conduce la importanta formula a lui ^chirtrr^Ckris-tuffel (vezi de ex (\ Iacobt cap 2, pcK 1G— 20}: *^«(5)=а* + дГ ^-l ,dvt (l0) -t unde ctfr fitui afixele punctelor ce corespund pe cer cui-uni tu ta vîrfuriior poligonului; аж măsoară unghiurile (în fracțiuni de к); iar constantele а' a caracterizează poziția și mărimea poligonului 732 ANEXA |в în cazul unui domeniu nemârgJniL {plan cu un orificiu poligonal), formula (10} rămîne valabilЛ, diferențiala d£ tniocuindu-sc InsA cu Constantele at sînt legale prin relația p ' X ®> P±2j unde semnul -u se ta In căzui domeniului nemărginit (rorespunziltor sumri M-j unghiurilor exterioare, tgală cu (p p 2)тг), iar se tunul — - In cazul domeniul uj mfirglntt (suma unghiuri tar Interioara fiind egala cu (p — Formule asemănătoare se obțin tn razul reprezentării domeniilor poligonale pe un semlphuri Desigur, In punctele 0, aș adu г pentru domeniul nemărginit Raționamentul rărnîne valabil in general pentru unghiuri § (J REPREZENTARE CONFORMA 73 ), fiecărei raze ce unește centrul discului eu im punct de pe r, ii corespunde o curbă ce unește orjginea cu un punct dc pe iL întrucit reprezentarea conserva unghiurile, aceste curbe sînt normale pe Cercurilor &ncen-trice ale rețelei d« coordonate din planul £ ie corespund traiectoriile ortogonale primei familii de curbe, deja construite in Evident, acestea stnt curbe simple induse, care nu se in-lersecteasă șî care Înconjură originea Fig* A 7 1 în felul ucesta, razelor 0 - cohsL ic corespund curbe deschise, caro csțc îi rose să poarte numele de КЙІІ ? ; iar cercurilor p = const , Le corespund curbe Închise, care se vor numi Unii &, Ținînd senina de formula (3,9), se poate demonstra că liniile Ѳ sînt liniile djș nivel dle funcției lui Grecii, iar liniile p sînt liniile dc nivel ale funcției con pi gate cu funcția htj Grefcn (vezi de ex S Stoilov fT ]> voi 2, eap 3, pcL 6) Pentru exemple wuertU, vezi $ S ехспіріеів ti și tf Reprezentarea conformă induce astfel în & un sistem de coordonate curbilinii ortogonale, numite coordonate naturale ale domeniului, Corespondența biunivocă între și Д"' іа ее deci ca fiecărui punct j — + i a₽2 == = R exp (ix) din să-i corespundă un punct C—p exp (î&) în /Г Este firesc să atribuim punctului 5 de coordonate carteziene д?ат coordonatele naturale (pr9) asociate lui în acest mod § 7 COORDONATE NATURALE 735 Dacă â? este mărginit și dublu conex, rolul discului unitate 11 iit coroana circulara corespunzătoare 3 iar rețeaua de coordonate păstrează acela-și aspect Dispunem astfel de posibilitatea de u transcrie/ornai orice funcție eau relație dată în ^J,ca qfuncție sau relație îu Д \ așadar intr-un domeniu de structură foarte simplă Astfel, de exemplu, pentru a transcrie o funcție (scalara) de punct /(5, $) in Д', este suficient să înlocuim pe ț prin valoarea sa b = w (0 — У} £"■ (1) П-0 (Pentru S? dublu Conex, in loc de (1) trebuit bă considerăm o serie Laai-rent ) Vom conveni ca, atunci cînd este cazul, să atribuim indicele (1) funcțiilor date hi planul 5 („planul fizic”), мі să păstrăm același simbol funcționai, dar fără indice, pentru ti ansi or mut a funcției considerate în planul £ (,♦pianul reprezentării”): / (», І) =M® O, MO] « $ t) (2) Subliniem că In Lîmp ce funcția fa (țT O descrie In genere un fenomen oarecare Jn £2?, funcția ДС C) nu descrie un fenomen analog In Д 1 : relația (2) trebuie înțeleasă ca o identitate matematic fa ca o schimbare di1 coordonate In șl nu ca descrieri a unui fenomen din JS? prin intermedia] unui fctmmen In r(\ Cunoaștem funcțiilor ы și /J11 permite scrierea funcției Л Hcciproc> dacă hrncțw ț tj 1 ponte fi explicitate atunci cunoafierea lui f atrage cunoașterea explici (îî a lui /j1Jb Iu orice caz, cunoașterea funcțiilor ы și f asigură сшішціегвд funcției /Jj) cel puțin іиф /bnnd parametr ieA : pentru un *e ț~ dai, se cunoaște alll punctul je51 corespunzător, cit șj valoarea lui fa In acul punct Din (1) și (2) rezultă formula de derivare în coordonate naturale ; rfll- /' țUO - (3) In рагІіси1агт peritru |im ni deci /51X5) - ЛО, /£$) = fTOfaW ( : exp (i8) « С ы'(ОЛ £ *Ч5>I- '(Relația este valabilă numai pentru domenii simplu și dublu conexe ) Pentru un vector de Componente V]+ V , hi axele carteziene inițiale, Obțlnum П + î V, - exp (І5) (Vp -M Vfl)» (8) ■unde factorul exp (18) este dat de relația (7) tn med analog se pot obține formule dc Lrani~ formare pentru componentele unui tensor bj Elemente geometrice fundamentale Anumit? elemente geometrice ale domeniu Lui sfmpfLt conex (etanwnlitl dc arc țf curbura pe J?, aria, centrul de greutate șl momentele de inerție ale lui pol fi calculata făclucl uz numai de valorile la limită nlc Iul &>(£) șl ale detivateter sale Anume» nofînd ț ) r - o ■ exp (1Ѳ), 5 ==« (0) avem evident t J |^ = COQHDONATE NATUК ALE 737 j deci Cu' (ff) W' (ff) rr^L da (12) (Badjcalui se iu cu determinarea sa pozitivă, Întrucit avem — 1 cr 1 d J ( с) ь/( o) da (23) Pentru a calcula momentele de inerție, întrucît avem (i - âo)u = (% - № - («» - eg/ + 2 i - 4) (я, - ай), (2-1) (1 - ь) (ă — âo) = («i - tf)2 + (®s — «S)2 este firesc să introducem, cu ajutorul formulelor (3 8), cantitățile / = '» - 'u + 3 i fl» = Jj U - io? dl», 'o — 'ii + 'ai — \] (î Ло) (A — Ao) l' (25) S7 COORDONATE NATURALE 739 Mărimea / se numește moment complex central (nu și principal) de inerție, iar /0 este evident momentul polar central de inerție al domeniului Din (25) se obțin ușor momentele In raport cu alte axe, rotite de un unghi oarecare față de cele inițiale Anume, pentru un punct de afîx 3 în axele vechi și în cele noi, avem evident din (25) obținem deci [exp (—2 Kt)]/, (' = / , dc unde (2&) (27) >' l i — — Uji 4~ iraj) + (/ji — /jjj) cos 2 & /jj sin 2 ■% 2 2 5 = [exp [w (о)]* и (о) о1'и dcrT J0 І unde a, c, d slut constante complexe, ți ad =A bc Belațiilr (1) stabilesc vizibil o corespondență biunivocă intre întreg pianul ți întreg planul fa Această transformare conservă cercurile (inclusiv dreptele, privite iîa cercuri de rază infinită); într-adevăr, scriind ecuația unui cerc sub forma A (xț + af) + BrL + Схй + f) s A â j H- Вс [(В - ІС) 4- 2) = 0, (2) ți intruducind aci (1), obținem n expresie dc același Lip in variabilele Ț Să reținem cazul particular de transformare omografică (3) (unde n este o constantă reală) în acest cjtez» punctelor (0,1/a, ) din planul £ le Corespund punctele (0t i — 1/ct] din planul j REPREZENTARE CONFORMA, EXEMPLE 741 Să trasăm sistemul de coordonate polare din planul £ (fig Л 8 1) Imaginea unei r-aae țJhrere’' de l-azil infinită ce trece prin punctele 0,^) țete deci tm cerc ce trece prin punctele (), —Ifo Imaginea unui cerc p - const este de asemenea im cerc Prin urmare liniile 0 =■ cotiși Sînt cercurile ее trec prin punctele 0, — IX ți au axul radical a?j = — 1 :2cj, iar liniile p ^const slnt cercurile ortogonale celor dintlț Cercul p — eonst taie axa '3 în pu netele - p, cărora în planul j le corespund punctele I p/(l "-F op), siinaie pe axa reala Centrul -Vj: , și raza J? a cercului cc trece prin aceste puncte slnt deci cunoscute din formulele 4 = « p=/ 0 (5) UacA dorim să reprezentăm conform о согошьй circulara excentrică de raze JtQî ftj pc n coroana circulară, formula (5) dă razele corespunzătoare cercurilor de raze Zt (j așadar ecuațiile parametrice ale unei elipse de se mi-axe о-с(р4-Лр :}t fr c(p — A p-1}, (10> pentru oricare p pentru care p — h p"1 > 0, așadar p1 Л Distanța focală o acestei elipse nu depinde de p: (11) Principiul corespondenței frontierrter arutâ deci că funcția (8) realizează reprezentarea conformă a coroanei circulare dc raze pD> pj > A din planul C pe domeniul dublu conex mărginit de două elipse confucafe Z'O și 2\ din planul 3 Liniile p —const sînt elipse cuprinse Intre 22% și 2?! |! confocale cu acestea, iar liniile 0 -= consL slut hiperbole, de asemenea con locale cu ele Reciproc, fie date elipsele (de aemi-uxe o, Ir) ți 2% (de srmi-aXo e\ ă') (Notația nu este consecventa, dar este comodă: in plus, ea evită unde confuzii ui t cric urc+) Tn acest caz, din relațiile (10) scrise pe cele două componente ale frontierei urmează : tf/e — Pi + л pf1; A'K = —ЛрГ1 ; u/₽ pa + Ард-1, bfc = Po — h p^1 (12) Ținînd seama și de condiția dr legătură (ll)h dc unde a' 4- й' (15) astfel că funcția (8) care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze — (o 4- fr) : Fig A 8 3 ; (о' НЙ') și 1, pe domeniul mărginit de Jidovii, и întrucit o 4- Л > а' b', avem evident p0 > > Pi = 1 , și h 1, în loc Eiă fixăm valoarea = 1 putem da ditmitiLe valoarea parametrului h - I în acest caz, (j) se va seric (17) forma sub care ea poartă numele dtt frffîisformarea йіг Juk&wski Din (13) și (14) deducem acum (18) a = « ) (19) 2 Valorile c, P& din (15) nu trebui? fn nici urt cur cunfundat? cu cele din (18) Notăm că ft фп (Io) este legat de Pl din (18> prin relația h = După cum sc vede din (10) dacă raza я ceretilui interior este atunci seini-axele elipsei Interioare sini (Г - 2 c fV 0 „ (2i)) se reduce la un segment mărginii de focarele lui (compară și cu (13)) Dacă hi particular Л = 1+ urmează că segmentul [ — 2c, 2e| пьіс imaginea prin intermediul transformării (17), a cercului unitate; Iu acest caz, valorile corespundă luare ditț (15) $i (18) coincid într-aclcvăr, din (15) căpătăm 1 Я + c — a’, pp -, Л I (pentru рд = 1), (2Г) 2 a REPREZENTARE CONFORMA EXEMPLE 715 iar din (18) dcthleem pt 1 (pentru Л t) ф (21") unde valorile pa coincid in virtutea relației (13) (pentru ii = U} Așadar, hnir iia ($) reprezint Л conform ctiroana circulară ck raze p0 — |' ■ {« —M ți fj JT pc discul eliptic dc frontieră № cu o tăietură între focare^ Din t (O polinoame dr grad mce retdîzrazft reprezentarea conformă aproximativă a djjcuhij unitate pe acest disc diptic (așadar пи псарі'лаі sume parțiali' :ilr seriei ((L11) pentru funcția (24)) avem : (0 = о,от ț, 4,(0 о,от (ț+ us țQ - 0,90 (ț 0,12 ț* + 0,03 ^), ит (O 0,90 (ț + 0,12 ț1 4- 0,03 O + 0,01 V) ■ (26) 7іб ANEXA 5 3 Pentru u evalua gradul de ppeHzlc al procedeului, se pot calcula coordonatele pc cnrbdeJ rănii eră щ3(о), w5(a), “?( 03 (27) n cărei inversă este ț-^-1 (28) Introducind aci (7>9)h obținem ecuațiile parametrice ale curbei frontieră У' ; ij = a(l + 2cos0 -I- cos 20), r, «* a{2 sitiG + sin 20)t (29) de unde, InLincit avem 21 exp (ix), deducem Я = 1^1 + i5 i= 2 a (1 + cos 0), țSX = = tg (1 -+- с) (1 4- a'1)1 dc, Ojo - - î a’o (1 + a)’ (î + a"1)2 da (37) 7-18 ANEXA Ținînd seama câ originea este un pol (și singurul) dc ordinul al doilea pentru ambele integrale, obținem cu ajutorul formulei (5 30) O = 2 tu I (— іаи) - 3 — 6 n a2, (38) 0^ = 2 rri( — ias) - 5 = 10 7T os, (3&) de unde (40) Mai departe, pentru momentele centrale de inerție avem din (7-31) • 5 o (1 4- o)2 - r 3 (1 + o) d 0, (44) care are inversa £ = “ 1 (45) Abstracție facind dc o translație și o omotetie, (41) oslo inversa funcției (27) Funcția (44) se obține din (5 44) prin aplicarea succesivă a transformărilor 5 - «Z t Z ==> W1^ W = l -1- Г- (46) Punctul £ = - 1 este un punct critic algebric întrucît patrulaterul (0, a, 1 -p nf 1) din planul £ este un roml»t avem 1 -Ț cr = 2cos (6/2) exp (1Ѳ/2), (47) REPREZENTAHK CONFORMA EXEMPLE 74$ dc unde t = j]a- = Ii ixp(ix) # о|^2соГ(Й/2)езф(і9/4) (43) astfel ей Imaginea cercului unitate are ecuațiile Я w ^2 cos (0/2), x = 0/4T ceea ce conduce la ecuația lemn isca Ici lui I ir riiou 111 : R = a ]f 2 cos 2/ ■ («) Privind transformarea (44) pe frcmiii-irâ ca o suc-4'?țjime dc transformări «4>1 -H ff*£cr]fl 4- o, constatam că alunei Hnd arg 0h parenrsâ hi sens direct Inccplnd din origine Pentru a doua ramnrâ я runcției (14) obținem bucla simetric dispusă din seniiplaiml Jt co'(tf) — n(l 4- £ur(u) -■= fl{l 4- rf}*1'- tTCj'~ 2 2 obținem (5t) Pentru a dclcruiina centru] de greutate, avem mai Intli 7П0 anexa § К unde, ekctulnd substituția ^(1 -j- a)MT abținem Cînd punctul a parcurg ccrcu] unitate у în souf; direct pentru -■ я Д-'2, - 1/2, ți (G-lOj devine a = repruintâ cantor eh discul uni laic pe Interiorul patraiuhd de laturi 2 Pentru pfafîid rw un orlffcta pairul dc laturA 2, avem t 1 :: lbț'2, «k = 3/2, ааПі'1 că (0 ■■■ j - 1Д50 l (1 + tic- (64> Cu titlu dc t хетріщ на ca leu Iu m clvmcnl ul de arc, diredja tangent ei, și raza dc curbură a frontierei pătratului dc latură 2, eu ajutorii] formulelor (7 12), (7 15), (7 18), utillzlnd funcția (63) în L riif'rt afci interviu numai vațbrile la Ei mită ale derivatei funcției w (^), integrala din (63) du rus va incomodă Avem mai ІпЩ o^ (cr) = a//l-i- o* , «= 1,080, (65) 0f (67) vom aleg? In (66) semnul plus sau minus, dwpă cum c“ -|- o 2~2 cos 20 esk pozitiv sau negativ Cu aceasta, (66) devine Qt 2’п 1 ! Un0n-lj (2/[ ~l) (2л — 3)!! 1 (2л -1) î! 2 - „>Of +0, a* n i кай (2n - i) 2^ л; /тсп (81) dc unde rezulta evident că convergenta seriei (75) este mult mai lentă dei:it a serici (76) (Compară și cu Ș 6, pfffiț 732 ) în figurile A 8 9 și A ti lO dăm cîte un cadrau din curbele aproximative ; ^(cr), respectiv rd iti(o)L Curbele și —ifajslnt cercuri Curba Lj 0 Transcriind Iu nedați mod și condiția ta НіаДа, atunci seria Fouricr converge uniform spre /(fi) pe [л, к] Subliniem ей condiții к A'țtCA ți chiar 1/2J ли sfnl suficienta pentru a asigura convergența seriei Fourier întrucît integrala definită esle o funcție continuă și cu variație mărginită cu funcție dc limita superioară de integrare, integrală ttticdrei funcții integrabile este dcsfășurțibilă in scrie Fourier сопиеЭДегі^й, Integrfnd c Dacă ДО) e V (eventual f(2rt) ■/= ДО))* atunci le,I | r ee, dn Condiția Д2л) "ДО) fiind respectată, obținem deci rezultatele următoare : e+ Dacă HO) fe cț; Иа^) = H0)? atunci 1%!, ! Toate aceste rezultate au mare însemnătate practică : cu cit f(6) are derivate periodice și continua (nu numai pe porțiunii) de un ordin mai inalh cu atît convergența scitei sale Fourier este mai rapidă Dacă condiția de periodicitate este satisfăcută numai pină la un anumit ordin de derivare, existența derivatelor de ordin mai înalt nu mai are nici un efect* Să remarcăm ей o funcție poJinoinială in 6, prelungită în afara intervalului , duce inevitabil Ia apariția de discontinuități ale derivatelor (Nu se pot alege coeficienții pclî-nomului în așa fel Incit sa fie asigurată periodicitatea funcției și a tuturor derivatelor адіе ) Folosind acest fapt, este posibil să sc adauge oricărei funcții un termen polinomiai convenabil ales, astfel Incit să mtîn’m ordinul de derivare plnă la care condiția de periodicitate este satisfăcută Această operație se numește ermefternrea conucrgen^i scrftfrjr ГсшгІег Pentru relațiile (13) —(22) și pentru chestiunea ameliorării convergenței, vezi de pildă N Bari ? §î 1 22“1,25; V* Smirncv 12}, volumul 2, pct 151 șt 157 — 1x59; G Tolstov Пк 5 8 și 5 11 d) Serii Fourier complexe Toate aceste rezultate pot li ușor extinse la căzni unei funcții complexe de parametru} real Ѳ sau, ceea ce este același lucru, de punctul cr = — exp (iO) de pe y înlocuind sistemul trigonometric prin sistemul funcțiilor a4 — exp (іиѲ), va trebui să înlocuim (11) prin relațiile pentru n 4- m = — lj pentru n -|- — J (23) (veri șî (5 49)) Punînd funcția complexă f( v) sub forma 4- то H ■ —et* (24) prin înmulțire cu tjm integrare pe у se obține, în loc de (12), A =— Г o « -0,^1, ±2 2-1 , (25) (compară cu (5 27)!) f 9 SERII FOURIER 7&3 Formulele (12)—(16} fl (13)-(22) r&mln evident valabile petilru modulul I Sa mai remarcăm că sivem Sf(o) an + 1 (—a “da) v ф f(a) or* 1 da, de unde urmeaw fn = (f)n WU Л ₽(ОГ (Й6) (Notațiile trebuie înțelese precum urmează : f, e dai de (25); fn are sensul lui (fj; In fine! coeficientul Fuurti-r de ordin n al Tunet ici / И5 scrie (f)p ) în particular, ducă funcția ДѲ) este reală, de aci deducem Г- “ Г - (27) Legătura Intre seriile (10) și (24) este ușor de stabilit cu ajutorul relației (6) Anume, notînd ГЫ - fLW + W), fw = £ + C (unde c'r d* și cr7 ( d” silit coeficienții Гоигіег ьІ funcțîilbr reale Д(Ѳ), fa(C))P obținem din (25) pentru л >- 0 : 1 fSrt f„-ti r tf" \ [fi(0) + 1/^)1 [cosnO-islnnOldO « ₽iK +1( l- (î*o 2 Din (2G) șl (29) obținem Încă pentru Л > 0 f 4 - f' a + = 1 1( ) : Я0 = і ЛѴ» (32) ■л — ac кі cele în serie Fourier /(«) “ S /л", (33) unde coincidența coeficienților rezulta din (5 27) și (25), (O feerie Laurcnt eonvcrgcntă Intr-o coroană circulară de raze A^ poate Гі щсг tratis-formută lnlr-o scrie analogă înir-o coroană dc іикс pt 1 C fir iH pertlcutar, putem Гасс ca cercul extrrior sau cel interior să coinddd cu y ) 8e pune insă problema de a găsi in ce condiții (33) est e valoarea la lintiță a seriei (32); așadar — prasupunind ca am ales pfl — 1 — în ce condiții o dezvoltare în serie Laurent poate fi prelungită prin continuitate pe cercul unitate у și pe cercul interior Л£ de rază plf ce definesc coroana sa de convergența Evident, este suficienl să cercetăm chestiunea pentru dezvoltările Іиуіоііепс Л0 С (34) ti - u ți C ’/voilaîea 17оитІег de formă specială * £ £ ** (35) л -0 Scria (34) converge uniform pc orice compact conținut In Jl' ; dar pe у pot exista puncte hi care fecria-limitâ (35) converge ți altele In care ea diverge Aoife puncte nu trebuie rimfundnie eu punctele regulate șl punctele яіпдиіиге ale clementului tayhnail (31) ; totodată, nu trebuie confundată posibilitatea dr prelungire analitică a funcției (34) prinlr-un punct rugului al fronticrei?;|tt posibiUtulec de :t prelungi prin continuitate funcția /(Q intr-un нпцгпГІ piiui’L al frontierei (sau chiar pe toată Frmilicra), șl mai departe cit propriei*tea de rftnjwrtiențfi a seriei (35) pe frontieră Astfel de exemplu, pentru funcția ло - a - ț)-1 - £ V\ об) ■ = 0 iunie punctele de pe у (cu excepția iui l) shit puncte regulate; totuțl, seria (3U) diverge peslc toi pc у (ceea ce rezultă din fnpinl eâ coeficienții ei nu satisfac condlUa H№*5arA (9)); totuși, fiineliu poate fi prelungită prin continuitate hi orice punct dc pe у (exceptlnd С I) Relativ la acest cerc de idei, menționăm aci іеотенш a doua a fui Л AM : dacă seria (35) converge înl r-nn punct t>0e y4 atunci suma seriei SERII ЕсиТПЕН 765 (34) poate fi prelungită prin continuitate în acest punct pe orice drum ne-tangent la Y, și avem Г ( e lim/O- (37) U O Reciproca acestei teoreme este in general falsă, după cum o arată exemplul seriei (36) : lini/(Q există pentru orice Z =£■ 1, |C| ->■ 1 și totuși Heriadimită pe у diverge peste tot» Intr-un cadru mai restrictiv însă, se poate demonstra teorema lui (3 Hardy si J» Ztttiewoed [11: dacă Jh țu0) — lim/țQ există pentru £ -> O> (•> П-К*Э n-IrOC scria f+ (ț) converge pentru )ț| 1 ți p, rezultatul este evident pentru acea parte din dezvoltarea In scrii (43} ce corespunde indicilor negativi, ți urmează din prima ți a doua teoremă a lui Ahel pentru partea corespunzătoare indicilor pozitivi (ca ți pentru funcțiile £34), (35», Tot astfel putem conchide și In cazul complementar pt = lb pfi > 1 Singurul caz In care convergenta seriei (46) este lipsită de sens, este c azul p5 « pt 1 : acesta c cel mat frecvent tn practică Б1 арате cu certitudine dacă }(u) sau una din derivatele sale au puncte dc discontinuii л ic pc y, căci in acest caz slnt satisfăcute cel mult relațiile de tipul (21) ; pentru p fix, rezultă Hm У"’ = i, ți deci coroana de convergentă degene-n-frao narii tn chiar cercul y+ Prin urmare, o condiție necesară pentru ca o scrie de forma (43) să definească o luneție (46) convergentă fotr-o coroană circulară ne degenerata, este ca f(u) e C“ (7) Tn § 5, pag 726, am văzut сЛ valorile unei funcții pc o mulțime dc puncte ее posedă un punct de acumulare definesc cei mult o funcția otmnorfil, La prima vcch-rc , s-ar părea că sr pol da contra-excmple : ar Ii suficient să dăm pe u parte din у o funcție f (u) ca valoare ta Urnită a unei funcții olomorfe Іп Д |b, ți pc rest, valoarea la limită a unei a/te funcții olomorfe Iu Zf4'- în fnpt, din cvk- de mai sus rezultă că coroana circulară de convergență a funcției ce se obține In acest mod, degenerează Mai mult: nu ne putem da dinainte pe ambele cercuri-frontieră valorile la limită ale unei funcții olomorfe lntr-G coroană : dalele de pe urud din aceste cercuri definesc pc deplin viile-rile funcției In coroană, inclusiv și pr celălalt cerc (itanri o astfel dc funcție există ’), Orice funcție cu variație mărginită /(a) permite deci construirea formală a unei dezvoltări în scrie Laureat, convergentă mtr~o coroană Fi -^ 1 po* Dacă pj — Po = 1, această aerie nu are sens, și /(a) este diferența valorilor la limită a două funcții, dintre care una este olomorfă în Д+3 iar cealaltă, în Д~ : (47) Pentru ca/ftf) să fie valoarea la limită a unei funcții olomorfe în Д+, este necesar și suficient caf„ (Q = 0 î pentru ca ea să fie valoarea la limita a unei funcții olomorfe în Д-, este necesar și suficient ca/+(Q — A =cousL Acestea slnt echivalente cu condițiile (11), (42), 768 ANEXA S 3 (48) (43) valoarea (50} lu infinit {50 (52) Dacii f( de unde T№ = O) Din (31) rezultă acum că condiția necesară și suficientă pentru ca Д(а) sa fie ia limită a uuct funcții olumurfc ln Д~- este ca ea sH fie dc foi init -r itf) 4- £ ( Л? jrf f de unde пгзнейла f(^)= X £?^M^expC"Іпй)г După cum se vede, dezvoltările în serie Fouriei- permit să considerăm date, la limita foarte generale Cunoașterea- acestor date la limita echivalează cu cunoașterea coeficienților Fourier corespunzători, și toate calculele bazate pe determinarea coeficienților din condiții de tip (5) sînt justificate Orice, afttfel de funcție poate fi prelungită in interior și în exterior j in așa fel îneît ea să rezulte ca diferență a unor funcții olomorfe în Д+ si Д~ Prin urmare, probleme în caie soluția este analitică în domeniul considerat, pot îi rezolvate chiar pentru {late la limită considerabil mai generale : holderiene sau cu variație mărginită Desigur, o metodă bazată pc identificarea coeficienților nu я Lrâ lucește prin eleganță, în fapt inșii, ca este foarte eficace; și adesea, chiar metode teoretice mai rafinate conduc Іц formule cave, pcnt ru a fi utilizate iu calcule, necesită operații echivalente în tund cu cea dc dor voilarc ln serie, cu identificare ulterioară a coeficienților Asupra condițiilor pentru ca o funcție să fie valoarea la limită a unei funcții oiomorfe, vom reveni îiitr-nn cadru mai general in § iț, Cele spuse aci au ca scop să dea o pregătire euristică, fără de tare rezultatele (lin S 11 ar apare formate și cu o semnificație greu de sesizat /) Gen^ralisArt diferite 'Геогіа (lin punctele b - rf poate fi generalizata la cazul funcțiilor definii? pe intervalul (0, 2f}, cu f =;Лтт Pentru aceasta, este suficient să înlocuim funcțiile u'— exp (t«0) prin sis-teiiiui funcțiilor exp (іптелг//)» ortogonal pe intervalul [0, 2fJ Sc obțin astfel deivoltâri hi 5» SERII FOURIER 769 serie de forma f(x) екр (іл кх/І)? Я -a — rt' unde ffl = Î f(^cxp(— ілл^/Od^ ($3) 2/ J j sau liică uncie Л К I ся cos - f 1 \ dt;, / J—[ 1 * * (54) (55) n ir x Cazul-limită al funcțiilor ne-periodice, așadar pentru care l ■■+ oo, necesită considerarea integralei Foiiner (vesti de pildă V, Smirnov r volumul 2, pet* 160; Г Sueddon ți], capi* toiul 1), Anume, pmilnrl (53) sub forma f (x) — ț f (?) V exp 2/ „Лк (56) (fără ane ocupa aci de justificarea operației de permutare a sumei cu Integrala), se inlocueșta raportul rflț/fj pentru l -юо, printr-o variabilă a, ți suma pentru n de la — oo la -J- 00» printr-o integrare în raport Cu к de la — со la -J- oo (unde, evident, Да = тс/0* în felul acesta sa obține formula integrala a lui F$arlert valabila pentru orice funcție ftx)eG°f|V : f(*) = HO exp [i«(® - Ș)I(ia d£ — Ой Formula rătnine valabilă penl ru f(x) & V, dacă se înlocuiește primul ei membru prin (1/2) [ftx + O) Jfțx - O)j Sc pot obține ușor forme ale integralei Fourler scrise cu ajutorul funcțiilor cos d(x— Ș) și sin a(x — (compară cu (29)— (31)) Dacă funcția Дл) este reală, parLea imaginară a Integralei (57) rezultă identic nulă, în virtutea proprietăților de simetrie, respectiv antîsimetrie, ale funcțiilor cos a(x — t,) și sin afx — £), în cazul unei funcții dc două variabile f(x, y), unde хе și tj e Ц1,2р|, putem începe prin a construi seria Fourier corespunzătoare acestei funcții privită ca funcție de x; 1 'r f—іттЛ£\ ЛОѴѴ)” У а (y)exp -, о (у) = f{^t у) ejtp — (58> A=“?>» \ l J 21 kt V * ) La rîndul lor, coeficienții ал(р) pot fi dezvoltați In sei ie Fourier у \ 1 f4 p ( — ікіті L aft(y) -= V exp L Si ^ — \ cxp 1 ^1' \ P ) %P J-j) P ) 770 ANEXA ț pi Jnlrijdiicînd acum (59) în (5S), abținem ftX у) “ it £ л д- - f{^, -q) exp («O) Pentru o Funcție rcalA ^r) termenii pur imaginari se reduc, iar partea reală я эсеМеі serii se scrie sub forma unei serii duble dc sinii și șl coslnuțl în sfîr^ît^ pentru o funcție [(x, y) neperiodicAf așadar pentru Л p -► se obține for* mula integrală a iui Fourier pentru două variabile (vezi dâ ох V Smirnov [2b voi 2, pci 163): + „, 1/111 2îti к 1 - â O pentru ae-®+i pentru | e “ (1> într-adevân pentru i e ^ + r formula (1) coincide cu (5 15) Prntru ie funcția f(T)/(T — 3) este olomorFA pentru și continuii ln 12 " 4- «£*', я$Іfel câ ne găsim In cadrul de v&latâlittfte al Ісагешеі (5 10) ■§ 10 FOBMUbE DE TIP CAUCHY 771 Formula nr 2°: Dacă /țj) este olomorfă in (a-vlnd cel mult un pol de ordin zero la infinit) și prelungibila pe atunci J-,[ ж » a0 pentru 3 e s a0 pentru 3 e F f (2) unde ₽0 — / (со) Prin ipoteză, pentru ' £ | suficient de marc, ЗД) are forma Яі) = vj a П =0 (3) Pentru orice 3 e , putem construi ttn cerc Г cu centrul hi origine și care conține în interior atlt curba dt și punctul J Apliclnd (5 15) relativ la domeniul mărginit de și 71, domeniu încarc fț$) este olomorfă, obținem 1 w- ■ 2rd (4) unde conturul Г este parcurs In sens direct, iar in sens retrograd Integrala f ftl) > — - dt Г £ “■ ă este in dependentă de гада R a lui ți Г* ți ținînd seama că punctul jj Г înlr-adcvăr, considerind doua cercuri concentrice Ț* nu aparține coroanei astfel definite, obținem din (5 10): ™dter r-o 2тгі (G) «2 dt, Să presupunem deocamdată că % - O, așadar că Щ) este olomorfă la infinit Pentru î I | au Ei ciont de mare avem deci Pentru modulul integralei f găsim («) întrucît pc Г avem t - Fi exp (!())„ cq atunci cînd facem raza cercului Г să crească nemărginit, rezultă — țintnd seama și de (6) — că 772 ANEXA 5 И) astfel că integrala din (4) trebuie luată numai pe J? Sensul pe & fiind cel retrograd, rezultă că scriind (4) numai pe trebuie să schimbăm semnul — ceea ce dă prima formulă din (2) pentru 0^ = 0 Cazul e mai simplu, într-adevăr, funcția / (T)/(T este olomorfa in domeniul mărginit de 5? + Л ți deci, în locul formulei Iui Caiichy care conduce la (4), trebuie să facem uz dc teorema lui Cauchy (5 10), care dă r f(t) dl = O (H) Formulele (5) — (10) ram în valabile, și deci pentru ambele cazuri (cînd — O), avem 2lți ~ /(5) O (12) Fie șl deci acum a& — Formulele (12) rămîii valabile pentru Or 2ni J 3> făeînd uz de l(t) - +k л=і fio FORMULE DE TIP CAUCHY 773 unde Дц) eatc olnmorfă in 1 (respectiv Sffî")r Jar funcțiile І ЛмЦ- * ■'-' ' л* [ - foW pentru âe®“ -ф di = ( (24) 2ni j i — $ -( n pentru Tot astfel, Intrudt funcțiile GJJ) sînt olomorfe In h și continue In дvem din (i) pentru £ e ~ t pentru 3E^ + , £ 2rti (25) 774 ANEXA g ÎO Sumînd în (25) pentru A de la L la p, a d unind cu (24) și ținînd seama de (ÎS), obținem formula căutata (23), Formulele (20) și (28) pot fi privite ea definind un operator integral care face fia corespundă fiecărei funcții meromorfe definite numai în ^ + f sau în o funcție definită in tot planul (deocamdată cu excepția curbei ,2?)> și olonwrjă pe porțiuni Astfel de pilda formula (20) pune în corespondență funcției meromorfe/($) definite în + , partea sa regulată/0(5), olo-morfă în și partea sa principală luată cu semnul minus, olomorfă în Funcția astfel definită este continuă atît în -R cît și în 35 ~ 4- /ard ca între valorile la limită pe 25 dinspre 35 + si să existe a priori vreo legătură Funcția flt) din (20) și (23) Joacă rolul unei densități complexe, analogă Intr-o oarecare măsură cu densitățile potențialilor newton icni Observație Formulele (1), (2), (20), (23) își păstrează valabilitatea pentru domenii multiplu conexe £5 \ 35 dacă în (1) șl (20) înlocuim condiția 5 e prin j e £(^+ + 25), iar ln (2) și (23) înlocuim condiția prin ateh;L caz, mulțimile C(^’ + -h 35) și C(& + 2?) nu sini' conexe § 11, DESPRE VALORILE LA LIMITĂ ALE FUNCȚIILOR OLOMORFE 8copul paragrafului de față este de a da formule car© generalizează anumite rezultate din paragraful precedent, pentru cazul în care densitatea /(t) nu este apriori valoarea la limită a unei funcții olomorfe Ele constituie un analog al unor formule cunoscute din teoria potențialului newtoni an (vezi și § 7/2), și permit în ultima instanța construirea dc ecuații integrale pentru determinarea densității /(t) în anumite probleme la limita (vezi cap 45)* a) integrala de tip Cauchy Să considerăm o linie 25 alcătuită din curbe simple rectiticabile (eventual deșdhișe), șl o tu neț ie complexa de punct fțl), 1^5”, continuă, dar altfel arbitrară în generai, na există nici o funcție ф(д) pfomorfd astfel Incît fC) fie valoarea la Limită a lui ф (3) pe J/7 (definită în sensul din (3 17)) Litr-adevăr, fie ", unde îe 2% iar/(t) este o funcție complexă, absolut integrabilă pe Dacă cate alcittulti din mal multe componente (1) trebuie scris sub forma F(4) - FJi) pentru FJi) pentru (П Dacii In alcătuirea iul & Intră ți curbe [ieschi se, se poate defini pr acestea un sens tic parcurs, ți elevi și o vecinătate „dreaptă” și una ,sUnga’' pentru fiecare jiixict care nu cete un capăt, Funcția din (1) este acum înțeleasă ea definită în aceste vecinătăți Vom păliră peste tot notațiile -H —, care trebuie totuși Înțelese in chip ЛікгсгЦІнС după cum avem de-a laee cu o curbă închisă, cu o linie, sau cu un arc deschis Funcția definită in (1 ) se numește integrală de tip Cauchy, de densitate /(t) Pentru sludiid detailat al uecslor integrale, vesti de exemplu 1\ Giihov [tj, capitolul 1 ; G, Goluri» |1 Ь H 10-3-10,5; M, Lavreirtiev și Ik Șabat [l], capitolul 31 pet 52; A Mnr-kușevki |1J § ЗД pct 3; S Mihlin (Ц, 54-S9; N Mushclișvlll [5L capitolul 4; & 1Л1; L Prtvakjv [2J, § 4,3, pct 3 între integratele dc Lip Cauchy și potențialii m>« tunie-ni (in plan) există o legătură simpU (vezi de ex N Musliclișviti 14 J, ț 1-12), ceea ce c-xpllcfl rolul acestor integrale in studiul anumitor probleme iu HmitiL Dar» У este frontiera unui domeniu mărginit, iar f( ) este valoarea la limită u пін-і funcții olomorh* Iu acest domeniu, țl} se reduce pur ți simplu la o Integrali Cauchy, Derivatele funcției F(j) sînt date de o formulă similară cu (5,16): (2) Prin urmare, dacă У este frontiera unui domeniu, formula (1) definește două f uncții olomorfe : F+ (j)t olomorfă în F (£), olomorfa în și nulă Ia infinit — cu toate că f (t) ни este valoarea la limită a vreunei funcții olomorfe, (Dacă are mai multe componente, indicii +, — se înlocuiesc cu iT e,) In gi'ticruL nu se poate spline nimic dvspn1 posibilitatea dc u piehmgi prin continui Inie funcția (1) ($[iu derivatele snle (2}) pc j țf chiar dacă valorile Ja limita F+(0= Hm F+QJ F (l)= Lim (3) 3 ** t E Sf â -* i E există (vezi (3 17)), nu poate П vorba de egalitatea lor pe 5" (Aceste limite sînt distiiu te chiar daca jT(i) este valoarea pe a unei funcții olomorfe : vezi (10 1) șl (10 2) ) 776 ANEXA b) Valori principale Formalele lui Sohoțki^Plemelj Luînd în (1) sau (2) punctul д chiar pe curba integralele devin improprii у și trebuie definite cu ajutorul unui proces de trecere hi limită Pentru aceasta să presupunem (vezi § 3, pag 700) că /(t)eC"(^): ІЛМ -/(Ml *»e*- (5) •*+<> 2tt1 £ t — t0 Integrala din membrul al doilea din (5) există Întotdeauna; iar limita ci pentru £ ~>0 există de asemenea dacă/(t) eatisface (4) Această limită poartă numele de calcare principală (în sensul lui Cauchy) а iute’ gndei (1) iu punctul Pentru й = t0 e sr și /(t) eC* ț^), integrala (1) вс înțelege fnlojtfeauna a fi luată în sensul valorii principale Această valoare poate fi exprimată prinl-r-o integrală obișnuită Procesele de trecere la limită din (5) și (3) nu au desigur nimic comun, și colorițe -F(M» F+(M și j'Cto)»» freJtde în nici un caz confundate Dar între aceste valori există o strînsă legătură Anume, dacă J(t)eOJ în vecinătatea punctului toe 3? (așadar nu pe întreg -S?ț dar nici numai în punctul t0), toate cele trei valori la limită există, și ele sînt legate prin/ormulele lui Sohoțki- Plemelj : =|/(U) + Ш у (W = - 1-Ж) + * (U- (6) Pentru ca funcția F(j) din (1) tâ poată fi prelungită prin continuitatea pe este deci suficient ca Formulele (6) au fost date — pentru o frontieră rectilinie — de către Iu Sohnțkll (1S"3) tii ulterior, Intr-un cadru practic identic cu cel aciuai, de către J PJemrlj [IJ |2|, ЕѵккчіІ, ele sini de același tip cu teoremele de discmitimillate pentru poteniiaHi tiewtonknl (wzj (7,2 21)) — (7 2 32JJ Pentru deducerea Iar, vezi de exemplu F Gahov , 5 L4; A Mjirkușevici fl], $ 3 X pct 4; N MushelișviîJ 14], 1 15 șl 1 16 j I PHvalov r § 4 3, pct 7-B* Pentru a găsi criterii care să asigure că derivatele KflJț£) din (2) pol fj prelungite prin continuitate pe să examinăm cazul л « 1 : I f f(t) i — dl (7) M (t - ІГ Separlnd din linia S7 uu arc deschis t dc capete a, îj ce conține t0, etic evident că Integrala (7) luată pe — t este o funcție olomortă pc l Luată pe arcul ZT ед devine Д f №) db 1 f(t) M Jâr (І “â)' « t t"5 1 r f'O> + dt t=a 2(t1 t “ J IM ѴАХХШІ LA ÎJMtTA ALE FUNCȚIILOR OLOMORFE 777 Prin urinare, o condiție suffcienlă prnlru ca aceutil integrală - ți deci și Funcția F'(j)~$ă poată fi prelungita prin continuitate hi l0^tk este ca f(l)eCJ(!) Pentru ca F* (J) să poată fl prelungită prin continuitate peste tot pe J?, este ded suficient ca f(t} e C,\ ( 3?) Condiția poate fi corespunzător extinsă asupra derivatelor dc ordin n Hă remarcăm ca formulele (6) pot ii transcrise și sul> forma echivalentă : /(W =^+(f0) - 2F(t0) = J^(i0) + (9) Prima dîn ele arată că orice funcție este diferența valo- rilor la limită a două funcții olomorfe ] dacă & definește un domeniu acestea sînt două funcții olomorfe în respectiv in C(SJ + #)• Rezultatul este mai general decll cel din (9 47), întrucît este valabil pentru linii J? mai generale ciedl cercul de convergență al unei scrii Taylor Din punctul de vedere al funcției* densitate, cele două rezultate se acoperă demr parțial» iutrucît clasele V ți Cj nu slnt subordonate una celeilalte Prima din formulele (9) nu depinde explicit de condiția ca ftl) să fie hBldcrlanâ, în fapt, ca râmlne valabilă dacă f(t) este niinini continuii t cu condiția ea limitele F”^te) să fie definite pentru două puncte j 1 , j" care linii spre i0, pe un regmeut de dreaptă ce trece prin igj fără a fi tangent la și pentru care a vom | j ' —10| = ij" - lot (veri N, МивЪеМрШ Kb 5 tlîX Pentru un astfel de mod dc a înțelege ( 3), prima relație (9) răminc deci vatabltâ dacă f(i) e C*\ Lte ad rezultă că cfarti una din valorile la limită există* atunci txislă ți cea de cr doua c) Valori la limită ale funcțiilor olomorfe Dacă -f este o curbd «țtnpM înc/usă, formulele (6) (și chiar numai prima din formulele (9)) permit să definim condițiile în care o funcție f(f), este valoarea hi limită a unei funcții olomorfe Anuine, fie că exista o funcție (13) este deci o condiție necesară pentru ca/țt) să verifice (12)* Reciproc, să considerăm [uncția (olutfiorfă In â? ") ?ф= - F (j) (14) unde F (j) este dată de (1) iar este o consUntA complexă arbitrari ПвсЛ condiția (13) este ■atfafAculA, urmează că = 0 pentru j &3f+ și deci ф+(0 = 0 pentru Г GJ? l inlnd scama dc aceasta Ln prima relație (9), se obține (folosind ți + Ool = -— pentru Ікі ( 5₽ t - A (16) Г Ш —& o -■ dl pentru И тс! J # tft — ft) olomorfe hi 1 , respectiv in £?) , fi avînd futtcțhi f(t) ca ѵяіпагс Iu limită pe (Pentru cea de-a doua formulă, am folosit (14) și (15} ) Notațiile țî fL(J) Înlocuiesc acum notația provizoria фШ- Dispunem deci ;itît de criteriile necesare pentru a stabili dacă o funcție este valoarea la limita a nuri funcții olomorfe, dl ți de expresiile acestei luncLL ОВВІІКѴЛТІА 1P Condițiile (11} >1 (13) rămîn vsdnbilc ți penlru domenii multiplu conexe, dacă domeniile f/) ", respectiv r se înlocuiesc cu (J(*2?+ + jf), respectiv QCjȘj -} S?} (mulțimi formule din domenii disjuncte) Observ rpiа Й Formule urutlogc se obțin dacă Jz’ are în alcătuirea sa linii ale căror capete slnt aruncate іи infinit (In particular, drepte}, d) Tcowma lui Hțimack Reprezentarea fu neț ii foi olomorfe cu ajutorul densilății nu este ыпіей într-adevăr, pentru fft) l/f avem FQ) = di o) Or, întrucît Ht ~ А) АО - Ю eu ajutorul teoremei reziduurilor pentru (dacă £^ + conține originea) deducem (1H) Dacă pentru o funcție F(J) cunoaștem o densifole J(L\ aceeași funcție poale fi deci reprezentata ți eu ajutorul densității + Totușiц în clasa densităților reaU, se poate demonstra teorema lui Hamack: funcția identic nulă în respectiv în poate fi repre rentată, în сіяна deoflitaților continue reale, numai cu ajutorul densității nule, respectiv constante, pe curba simplă închisă într-adevăr, dacă avem ^(5) — ’—‘o dt = 2ttJ # t — j 780 ANEXA din (13) rezultă că f(L) este valoarea la limită a unei funcții olomorfe în & și nule Ia infinit Notind Kt) = LT" +i V"t întrucît f(t) este reală, rezultă V' =; O, de unde V = O în ", și deci U = const tn â?-* Prin urmare, f(t) se reduce la o constantă f, astfel ca (19) devine 1 f 1 - f<> —— dt = O pentru (21) 2ni Ё “5 de unde, ținînd seama de (10Д4), deducem f(t) = f = 0 (22) Fk acum că avem 1 f fft) F(5) = — O — dt = 0 pentru (23) 2 л i J a- ‘ *" i Din (11) rezultă deci că Г(Г)=ЕЛ+ІѴ\ (24) de unde ca și mai sus deducem f(t) = f = const Această constantă nu este Insă cu necesitate nulă, întrucît relațiile (10 14), (23) și (25) conduc ia identitatea 0 ~E 0 Prin urmare, dacă pentru două densități reale f(t), g(t) avem 1 Г ко — - о - 2 тг i J & t — 5 dt (26) pentru orice 3 atunci urmează f(t) f?(t); Iar dacă condiția (26) este satisfăcută pentru orice atunci urmează f(t) = ff({> + const Această teoremă rămîrte valabilă pentru domenii multiple conexe, și un analog al ei poate fi formulat și pentru cazul în care 5? conține arce deschise* Toate cele dc mai sus iși au originea în formulele no Г și 2° din § 10* în același mod se pot da criterii pentru ca o funcție f(i) dată pe 2 să fk valoarea la limită a unei funcții mero-m orie în respectiv , avind un număr finit dc poli cu părți principale cunoscute* Astfel, de exemplu, sc poate afirma că dacă a doua egalitate (10*20) este identic satisfăcută în pentru f(l)cC° ( ?), atunci prima egalitate (10 20) definește componenta fQ(â) a funcției meromorfe (10 18), cu poli și părți principale date în & \ și a cărei valoare la limită este tocmai f(t), în același mod, cu ajutorul formulei (10*23), se poate construi uncriteriu analog pentru Și aceste rezultate pot fi generalizate la cazul unor domenii multiplu conexe S п VAL0H1 LA LIMITA ALE FUNCȚIILOR OLOMORFE 731 e) Cazul discului unitate în acest caz, criteriile (11) ți (13) pot fi puse sub о formă mai simplă- Anume, să asociem unei funcții 9 (0, o funcție ți reciproc Prin urmare, dacă 9 (0 este definită !n Д ’, atunci (Q este definită in Д~ ți reciproc Dacă o (0 este olomurfă tn Д+, atunci ? i deci (O = 5 i r‘ (28) (25) astfel că 9ф(0 rezultă olomorfă !п Д , cel mult cu excepția punctului de la infinit, unde ea poate avea un pol dc ordin zero {dacă tp0 =jt 0) Evident, avem ф* (00) = Cpg *» 9(0) (30> Fiind dată funcția 9 (O definita In Д* ți presupunind că există 9+(e) = Lim 9 (0 pentru ț s Д+ C -kj, (31) alunei avem desigur l/£ в Д“э î/^ =* tj, astfel că există ți Фж **■ Ф ( (34) șl deci pe у : [ț/(a}] = — o”1 Î9*(u}]\ (35) (Dacă nu există risc dc confuzie, putem renunța la Indicii -ft “») 782 ANEXA Observația 3 E vicleni, punctele ț ți 1/7 sînt simetrice in raport cu cercul y, în timp $ и VĂWKI LA LIMITA ALK lUNCȚULOB OLOMORFE 7S3 der — — 2тгі 2ni pe de alta parte, dacă £ e Л (așadar dacă | c/'C | ftri ,1, в- С Cu ajutorul formulelor (9/26) obținem de aci G+«ț=Sfc^ Sejft ч=а » («) я= I Semnificația criteriilor (37), (39) rezultă de aci evident Utilizlnd mijloacele reprezentării conforme, se poute demonstra că criteriile (9 41) șl (9 42) răniîn valabile și pentru un domeniu mărginit de o curbă simplă încliLsl oarecare astfel tnell criteriu] (11) rezultă echivalent cu — O /(i) t’^dt =0, л-1,2,, , 2™ J 2- in timp ce (13) este echivalent cu — <> /(t) l-n-ldi =0, n = 0, i,2 ț4&) f2?ri J La rlndul lor, și aceste criterii pol fi extinse la cazul domeniilor multiplu conexe (vezi de exemplu J Walsh jlL §2 5) Ли a ssi, М, — Н) Simple soluționa of Sainl- ѴепагтГз lorsten problem bțf as irig Tschebiicheff palț}-notnials Quart Appl MatE, 14, / (1956)» Лш% 11, K - [li К isstedavanijtt PhiL Trans, Rov+ Soc , Loncton, 153 (1863) AkopjaNh A A - xVefcafori/r primennnija termodinamiki к raonovesiju ideal no itprugih sistem PrlkL Mat Mei* , B? з (1944) Akkfntjak, О К , VoboviC^ L L — [IJ Naprjatennoe saslnjante pliiij mate] toliiing PrikL Mat Meh , 27 G (1963) AtEKEANlnwVț A Ia — JîeJenie osesinînidrifnj^i f nekutoryh drugih prastranstvennyh zadaS teorii uprugasfi prî pomoSci anaiiticeskih ftinkcij Лррііе Theory of FuncUons In сопііпцшп mechunletj vel 1, lzd-ѵо Naukn, Moscova, 1965 Aleksa ѵішоѵ, V, M, — A’ rcSenîju пекоіаг^і kwdaklnyh хаЛл£ teorii ttprugasiL PrlkL Mal Meh-, 27, 5 (1963) — K retenijti udnogv tipa dvumemyh integrainyh uraotienij Prtkl, Mau Meh , 2«, 3 (1964) Alkksan[>1(Ov, V M t BaheSko, V A, — |tj Korttaktmje tada&i dtja aprugoj potosy mute] totSfinip Mehanlka, 2 (1965) Alfkey, T — |1J yteehanical befiaoiatir of hnjh poltjmers JP ЛѴіІеу, New York, 194Я ЛМ-ENj D N An то nov, E E — Primenente eleidroriiadeiirovafmogo honfornuioja preobrazovanlja к rt&niju zadaț kruieriija pnigh prizmuticeskih slertnej it огіоігораадо materialii Trinly 1 m^ivuzcv-■koj konferencil p<> elektrifceskcnnn modelirovanlju zadacstr mehM soprt mat i teorii uprugostL B M», Novoterkasskij PoHLuhn Inst, 1960 AnGYRrs, J H — țl| (Jn tfte analysis of complex elastic structures AppL Metil Rev , 11, 7 (1958) AniASYHt I, S — Щ Ifdcgrainye uravnenija osnoontjh rtirfac teorii polja i teorii upruțjosti Ta^kent, 195-L AhIaSvii I S», Bon n a re \ ко, В Л — jl| Pritotrniju teorii funkcij kompîeksnogo рггетеппадо к trehmerngm zadafam matemxtifeskuj teorii upnujonii, Tfudy Іп-tn matern atild AN Uzb SSR, 23 (1961), Aiiutjunjan, N H — \ \\O knti-епіі cllipticcskoțjo kolr rmțjo хскіоги PrikL Mal Meii,, 11, 5 (1947) — KeitfRk wdtrf a kraienii sterznrj pallg&nalnogo рирегеЯппдо sefenija PrikL Mat, Meh , 1>, 1 (1949) Arutjuxjan, N J[ T Aisramjan, B, L — Krtt&m'e uprugih tel Fizmatghtz, Mascova 1963 — O vdautivarui texlkogo Stampa j» врПфЦІи sfera Prlki- Mat Meii » 28, 6 (1964) Avaza^vili» D Z» — [lj O primenenii teorii funkcij kompleksnugn pere те n подо к sadacam kruteaija i itgtba PrlkJ Mat Meh , 4, 1 (1940) Azimov, B A , Amsmzadb, L A*, Borisov, E M , Bklklna, G L » Klttuxov, A 1 — țl] Itețfenfe zattet? izgiba pritmutivcskih sterinej nu eicktrtSeskoj m&delL Dokl AN Azi-rh SSR, 11, 3 (1955) Влшё,, I L, Камімчкі» А Л — O krilifeskih nagruzkafi, vyzyvajnScih răzuit ie ireSciny uotle clliptiSeskoffo oluerstija PrfkJadnaja Mvhnnika, $ (1965) DaimiSha, L — 5ur l'algorilhme de Schwarz dans te theurie des eyuuiians diffirenlieUes de Іа physigue atalhimatique Tchekoslcv Mat Joum , В, 1958 —pl Die AbMngigkett der Ltisung der Elasiizitâtsprobieте uon kleinen Verănderiitigen des Definitionsgebirtes, ZA MM 39, 5-îl (1959) Влни&кд, I , Kalitskîh J — (Ц Ein Beitrag zur Theorie der Kerbspan Rungen ZAMMr41, 10 — 11 (1961) Вліп іка, Lt Phaoj fi, M - țl] Reissnrrten a/ponfhnis in the theory of ettistiedy, LlulLAcad» PqJ, Sfii, в 8 (1960) BabuSka, L, Rektdrvh, Km Vvcichi o, F+ — |l| Mutheinalische Elaxiizitiitxtliearie der ebenen Probleme HerJiii Akadvmle>Verlag, 1969 Baldacci, R F - Stiilti iiitegrazionc diretta del problema di Saint-Ve aatif in termini di ten-хіопі АШ Tnrino, 1955—50 — Soiuziarw generale dirciiu dr l problema di Saint-Vcnant Genhi Civile 05( 10 (1957) ВажкмвьлтГ) G I — |l| Ob txmoimyh pred^taulenijati teorii ravnovesrtijh tre&tint obrazninStitisju pri hrttpknm razniSettii Sb, „Problemу [[iclianiki splo^noi srcdy”, Akadi'inkniga, Moscova 1961 — O nekotoryh oMfih predslaule-nijah matcmatifeskfij teorii hrupkogo razriiSenija, Prlki Mat Meh , 1 (1964) Влпь N К — Jijadțj Furio (Fourier) Fizmalgizr Moscova, 1961 Bartels, R — 11] Tarefon of hollow cylinders Trans Amor, Math, Soc , KJ( 1 (1943), Bahtha, ,L — J1] On the estimation of torsionai rtgidiiy Pdjc Koninkl nedorl akad vrctcnsch , (В), 5B 1 (1955), - lutgutililij relation betiveen torsionat and flexural riguHtg Acta Totiin Acad SoL Hunga^, 14, 3 — 4 (1956) BAkHALtj W- A — [l] The lanltm of elastic ctjliadrrs ivilh regular eunrilinear cross-scotiuns J Malh Phys , 33, i (1960) — The сіаміеаі torslon problem for sectiuns wiih curoilineur boundaries J Mech Phys Solids, 8 I96U+ Batyhev А V — țtj Krutenie cilindriceskih slcrtntj zap Rostov Univ , ІВК 3 (1953) Bkatty, M F, — țtj Same static and dynumjr Implicaltans of the generat theory of etastie stabtГЩр Arch Ral Mech AnaLF 19„ 3 (1965) BEJU, L — țl] Asupra tcuafiilor teoriei eiasiiciliiții tn coordonate oarecare St Cerc Mat , 80, 4, (1968) ШВЫ СЮ ПА ELE 787 Ві ] i nkij М I - |1] Хекоіогце vsts inunde irntft sadaii teorii upriigustL Prikl Mal Meh 24,3 (Î96G) Іікилкѵ N M* — Laborator nye rabat# po soproliolcniju materialo» Gostehtadat, Moscova 1951 — |2] Sopenfiirtenie materialo» Goslchizdat, Moscova, 1954 —(3) Trudij po teorii iiprugosti l plasti&uatl GosLehizditi, Museovu, 1957 ItaiJAKOv, V, M , Kravcova, R Rappaport, M G — [11 Tăblie# efliptt&skih integrato» Akfukmkniga, Moscova, 19(j£+ Ih- i onhsiiv, S M [Ij P/’fmanenifl Infeffralnyh uravnenij o zada&c o kruvenii valon pere mcn поди dlamdra> Prllcl Mat Melr» 24, ti (1960) |2| Ьхппѵпуе ploskie itaii^cskto zadait tmrii uprugwti (tija odnospjaznijh i dnutojazntfh oblastej, Izd* ȘO AN SSSR, Novași blrsk, 19G2 — J3J Afotemcrfifraftfaf problem# n teorii uprugosti dljn oblastej з uglami, Trudy 2 ăezda po niehanike, voi 3, Izd-vo Natikjj, Moscova, 1956, IJi-lov, K, t* — [E| t proffie leptatițfr i elfkiriitxkie jmdenijp d fenomnfnilah Goltchlzdal, Moscova 1957 BkLTRAMi, E — Jl] Ояспчшош' sntla Nota precedente (clei socio MareraJ Rvndfconli dci Liricei (5)т I, J (1S921 tii iioi- li, E R — [1| Obere tind ипіегг Srhrauktn [fir den Drillwidersfand Z A M-M* 34, (1954)* Неком AN, S — Jiîfft/rflF operators iti thr ihrortj of linear differentiul egnatinns Springer, Berlin 1961* Behmas, M E — |1| А voprosu o centre izgiba Dokl AN SSSR, 72, 1 (1950) Biunuw i i, J — Verdable hffpothise de tu r^slstance des solides, овес la demonstrat ton dc ia etnirbnrc des corpi, gui font re&sarL Фііѵгея, vot 2T Geneva, 171L IfERrsrsTiJNi В, — [Ц Hijpo-eltisticiiif and elaulitihj Arcli, Rak Mech, Anal * 6, 2 (1960) ВЕГИ, E, - |lj Teoria deliu cliistieitd LI tiuovu Cimenta, (2), 7 JO (1872—3) — (2) Sopra Гедпаііопі di equilibrio dt'i Corpi xolidi elastici Anuali Mat pura ed appl (2k lî 1373 5P Вгкикѵо, C B p Grammel, R - |1[ l'eehfiixchc Llynamik Springtrr+ Berlin, 1953 HtLHv, H, A — Jl| ConBnwons dttlr/ДиПоти 0ftotocaftons Progresa in solid mvchiuiics» voi 1, N&rth Holland, Amsterdam 1960* В ют, M A — |1) Genera/ wfulfaiu of the едпаИона of etasiiedg and ronsoîrdittion for a parous maiertal J JVppI Mech t 23 1 (L956) - Linear îhermodtjnamics and the mechanics of so!ids„ Proc* IltaL 13 S Nat Congr* AppL Mech*t Pergamon Pths, 1958 - [♦] Mectui-ntes of incremental deformatinm J Wlky, New York 1965* BiRRMOFF, G * Yousg D Af , Zarantonej mj* E H — [1J Numerrcnf mcihods in conformai niupplng Proc Symp, AppL Malh 4 (1953) BirmaNt S E — |1J O stesnjonnvm icruienii іопкояіеппціі sterznej țamknutogo prjuinougoliiaga profilja s poperecnyini diafragmamL tev OTN, Meh* Ma£ t 1 (19G1), BiMPiJNGitorF, R L — П) Aerw laaiiciiip AppL Mech, Rcv , 11, 3 (1958) BLAGavîlftKNSKrJ, F V , FttfiAKov, P, /■' — [i | fioîi^iazannaia pioskth zadu^ kru&nia ! 07) Ноіквдо, A S — fl[ Opredelpnie mextopido-cnija centra îzgiba profilej^ soxtaoicnrprh i- pfjanwa-gnlngh Qblusteî Si), naucn trudov Talltaitl, ln-la ini jebdor* transp , 4 (1951) —12) Kru-fenie streinei poligonalnogo se£en!Ja Sbf Luningr In-la ini £eL-dar* transp-, 1&4 (1959) BeLEY, B, A* — [1J A metkod far Ihe construction &f fundamentat ^olttlions in rlaslicity theonp J Math Pbys-, Ofi, 3 (1957) — [Щ Some o^scfWions on Soint-Venani s principie Prut* ІПгсі U S* Nat Congr, Appl, Mech , l^ergamun Press, 1958* — [3| On a dțpuimicu! Suini-VenariTs principie ,1 Appl Mcch t 27, J (1900) Rcn Kv B* A+l Weinerj J H — (1| Tbcor# uf Ikrnnal stresses T Wiley, New “Vork, tfttiCL 738 BIBLIOGRAFIE Bulle, L — jl] Сол/riiniîofl au probleme Ііпёаіге de flexfon d’urie plaqtic tiaslique Bull Tcchn Suiș» Romande, 73 (1947)+ Bolotim, V V — pi Dinnrni&skaia ustvitiDoși uprugih sistem Gostehlzdiit, Moscova, 1956 — Mehanika tuerdogo lela i teoria nade f nost i Trudy 2 s'czda po mehanike, voi 3r Izd vo NaukaT Moscova, 1966 Bondar, V D — [IJ O (enwrntjh hortiAderttiikah koncfnyh deformați} țpfoSnoi sredy Prikl Mal Mch , 25, 3 (1961), Bonoarenko, Ii A — flj РгіЬІіІегтце reSenija pcruoj i irtoroj osnovnyh zadati iearii uprugostt difo parallelcpipeda Trudy In-ta matematUd AN Uzb SSRt £3 (1901) ~ О pribifo іелдопі rdtatfi /rfhmernr//i zadaf slutikl teorii npn\gt>sli Trudy Іп-ta mtiternatiki AN Uzb, SSR, a« (1962) Bondarenhd, P St — ѴдЦ$ііІеІг\уе algorifm# prlbiiitnnogo reSenija operat orn gh uraunenij Dokl AN SSSR, 154, 4 (1964) Bohn, M , HtiANG, K — Jlț Idynumir ai theorg of cryslal ialtices Oxford, 195-4 Boroda^ev, N M — {ÎJ O nienii dinumifeskoj kantakinoj zadaci dlja ptrtttproslransfoa o tluifoe ttsf iwj simmetrii Izv OTN, Mch MaL, 4 (1960) - Dinami t*eskf ija konîaktnaja zadafa dlja Stampa s pfoskim krugauym osHOvantem, leJaS&ga na uprugom pertu proslranstue Izv, OTN, Meh, MaS F 3 (1964) — 13| Ob opredclenii usadok itilklh pltt i таізішю Osno-vanija, fundamenty 1 înNiatilka firuntov, ■/ (196-1) — (4J Opredrienie dinami&skih ntiprja-£enij voznlkajuxfih о uprugom pohiprostransite pud Stampam s ptoskim кгшюдіт or nova niem tzv OTN, Mch, Mai , 4 (1965) Boultgand, G- — 111 La mcranigat tMarique des corp* flexibfos (1S38 — І7ЯЗ) et Ies premiires tentative* de tspecufotfons fupttfonnelles* au XVHl-temt sitcfa Rev hisluire иі , 17, J (1964) Вігатііодэд, J V — Etttde noiiodle sur ViquHibre el te moiwement des corps solides tinsliques dant certain es dlmensfons soni trts pelites par rnpport Л d'a Litrexf J, Malh рогоз et appl,, (2), 16 (1S71)»—[2| AppUcaffoiu des potentiela ă t'tinde de r&piilibre et du moi weme nl des corps tiasliques, auec des notes tiendues sur divers points de physique mathtinalique et d'ana-lyse G authier-Vi Пап Paris, 1385 Bramule, J U, — țlj A sphere fheorem for the eguations of elusticity Z A M P , 12 (1961) Bhauslb, J H , Payne, L E — Ол sonu леи* coitf/nuation formtilas and uniqueness thr orrms tn thr theory of elasfrcitț/ J Math AnaL aiul AppUc , 3 (1У6І) —- |2] Ол ihe iinivjjfflcss problem in the seeond bvtttuiary-pulue problem in elasticitff Proc IV U, S Nat Grmur Appl MtîCh , 1962 — Soiiip uniquenesx thwrems in ihe țheorff of elaslîcity Arcli BaL Mech, AnaL, 9t i (1962) ™ Same laequalities for vetior fonctioas tifilh applicalion in tiasttcitțp Arch Rat Mrch Anal , 11, 1 (1962) — (5j Effecl of errof in msasuremtml of elastic constant* on the Solutions of probfoms in classicaț efoslicilțp Joom Research, Nat, But Stand 67 Bf 3 (1963) — [6} £огПе jnsan vafue theorcnv; in efastostaties J- Sac IndusLr and AppL Math„ ÎS* J (I0&4) BftSDT» R — Ц1 Knfischc jÎRmcrfcringen flfer DreftFinjseJaiHzduL Zeltschrift des VDI, 49 (1896) Brewsteil D — 11| On the cammunictilion of the slratlurc of dau bit? rtfracting crgstats of glass^ mur iute of suda, fltnir spat and frtiter substances by mechanicat comprcssion and dilatai, fon PhH Ттйпя Roy Soc , Lotidon, 106л 1Й16 Beulla, J — 11] Anizoiropicke steny SAV, Bratislava, 1958 — Contact problem* of ан elastic anisafropic half-plane Rcv Roum B№» AppL, 7 J (1962) Вшылитн, L — (l] La slructure des corps solides dans ia phijsigue moderat Негшапп Paris, 1937 —(3] Inftuencede la temptialure sur rtiastfoii^ ScL MithH1 fasc 99, Gauthler-ViUarș, Paris, 1940,—ț3] L?i* teiucunț ел тАсаМфіе et en tiasticitti Masson, Paris 1960 Blfchwald, V T — [ 1] A note on a method of Milne- Thomson J Austral Malh Soc , 3, 1 (1963) — f2| Piane elaat&stutic boiimbicy-ualae probtemt (I - Ш) Muthemitlca, 10 (1963) BucHWALD, V, T , Davies, G O — 11] Plane clasfoslatlc boundary valae problem* of doublg eonneo ted regfons The Quart 1 M&ch AppL Muth,, 17, І (1964) Bullen, К E — Seismic waue trunsmissfon Handbuch cL Physik, (2), 47, Springer, Berlin, 1956 BuftMisTRtiv, f+L К — [11 O kanantracii naprjuieiiij okolo ovalnyh oiversti} плкоіогоди rida Ini Ы) , 17 (1953X Buzdugan, Oii — |1J Rezistenfo muforfolefor Ed* Didactică șl Pedagogică, 3964 SIBLIOGRAFIL 789 Cadt, W ti 11 Plezoelcctricitg McGraw-НІП, New York, 1946, Cafildeq, R — jl FJeiun! ujith thear centre Д generai treatmeni ufilh complex twriablcs Proe* Cambiidgc Phil Soc * 4fl, S (1953) Салатіівоьоііѵ, C, — Funktioncnlheorie Birkhăuscr, Basci, 196fr* Gahlson, D* StitELD, R T — |lj Second and higher-order effects in a dass of prnblcms in plane finite ekrsticity Arch Rat Mech Anul, 1Я, J {1965), Carlsawt H S , Jaeger, J C — (1] Operațional methads in applied mathemafitS- Oxford, 1918 CaTtaNed, C* 11] Sulta tarelone tii due sfere elauliehc a contattu Alin (11 Pisa (3), ti, 1 — 2 (1952)* — Gumpressiane e toralone net contatto tea corpi elastici di forma qualtinque, Ann, dl Pisa, (3), 9, /-2 (1955) Caugjiy, A U “ | J] De Ia pressiop (?n lepsion dans un corps solide tEuvres, (2), 7, ЦВЙЗ),— Sur hi сомdensatian et Ia ditatation des corps sedides CEuvrea, (2), 7* 1823 — |3| ЛТлг Jes /râifiofij qui existent dans letal d'equilibre d'tin corps solide ou fluide enlre Ies pressions gu teniei et Ies forca aceiteratricee (Euvrea, (2), 7t1823 —14| Sar (jj igualfons qui expritnent Ies candiiions d'&piitibrc ou ies lois dti тоиуетелі interieur d'un corps solide, iHutilitpte oti поп elastiqtte, (Eiivrcs, (2), У, 1828, |5] 5ur la relalion qui existe erdre Ies presa ions cm tensiona supporUes par T 5 (1965) Dwk, A N — ț 1] кЬгчлпуе budtj Izd AN USSR, Kiev, 1952 — Prudolnyj izgib Krutenie AkadrmkJiifgn, Mbecbva, 1955, DhxELivzi-: G, 1- Щ Obzur robot pu teorii izghiba tsîstyh i tonkih plil, opublikomnnyh v SSSK PrikL Mat, MeK, 1-, 7 (1948), — A" teorii tonkih i tenkQsieruiyh sterine/ PrikL Mat, Meii » 18, 6 (1049), — |3j Princip Saint-Venaiit'a (Ic stMiju principii) Trudy beninul* Pdițehn, Jto’iBj (1958) — |4| Zadaca АітапяЦ Trudy Leningr, PoUtehit, In-ta, ito (t960) — Zinîtitfi teorii uprugosti anhoiropnuj sredyf priDoduitfiesja к plu&kim Sb* ^Problemy mehaniki зрЫпо] sredy", AkademkrHga, Moscova, 1961 Г>і иггА£ M L — ПІ Metod setufe и sme&annoj ptoskoj xadaie teorii upmgosti ted, Naukova Dunikn, Kiev, 1964 DoHRjovoLStii it I P t Kqpvtov, V D, — Щ Opredrienie koniaktnyh davtenij tnetodom folouprugosti IiVb OTN Meii Mak, 4(1960^— 12]£>prufel№le kontukt/iyh davlrnij na ubjemnyh nittdeljtih, ini 2um«u i (іма DobkovolsxiJj V L — Ztiduca o ploțkoj deformării idfalno plaxii&Bkogo lela o kompteksni/h perenteanyh PrlkL Mat Meh t 24, 2 (1969) Dola^j T, J , M'iihiay» W M , Dauckkh, D (І — UI PhoioelailiOitg Jluiidbook exper atresn analysis (M, Hetânyi), J Wlley, New York 1950 Donnel, L Я — |lj Aboui Suiri/-ѴегшлГя principie J Appl Mech,, 29, 4 (1962) DoVNOHOVJi, "V I ■- Ргол/гсілліигллуе kontaktnye zadaii teorii uprugosti Iid, Utiiv Minsk, 1959 Doyle, J ML — UI Ол eomplelrntss й/ sfrfss fUndfcns in elaslicity J AppL Mcch , 31, 4 (1964), Dotle, T+C , Euicksen, J 1, Щ biordincar ettisiicity Advanced in applfod uiechanics, voi 4,, Acădemtc Presa, Ntpfr York 1956 BrXganu, M — ■ On tfie fote of experiment in thc еіеоеіорпкпі of tficarg Proc- IVth U S Nai Cungr, Appl Medl*t Pergamou Prese, New York, 1962 Dltfix, FT J , Noul» W — {IJ Од exterior boundarțf ualue probietns in linear etasticity, Arch-Hal Mech AnaL, 2, S (IBM) Durelli, A J » Daniel, 1 M — J1J A non-destrudive Hicce-dimensionul stmin-analgsis method J Appl Mctih , ВО, J (ÎMI), DumîLLi, A J , Peiilipps E A , Taw, С H — UI Introduction Io the Iheordlcal and experimental anatgsls of slress and străin McGraw-lUII, New York, 1958 Duvajl, F — jl| Shorik ямм* in fhr study of salids Appl Mech, RevM 15, U (1962) Dwioht, ii B — Ml Tab/fj of iniegrals New York, 11Ш Dyson, A — (1| Approxtmale culctilatioti of Hertzian ccmpressioe stre&ses and contact dimensiona Jourru Mrch Engng ScL, 7, 2 (19G5) lluAMQTo, 1 UI efeclricot mtdhod fur sotoing ttic tarsion problem uf a eylindrical badțf Proc Ы Japsni Nat Congr Appl, Mceli , 1951, Edklstuin, \V , Guktîn, M, — țl| tJniqueriess iheoretna in ifie linear dynumic thenrți of ani&atropic Discoelasiic xolids Arch Ral Mech Anal , 17 f (1964), — A gcfuraiizfiiion of the Lumi and Somigliuna stress [undions for the dynamic linear theonj of uiscaeimdic sotids Internut, Jcurti Ecigng Sci , 3 1 (1965) Egohov, К E - (1] Ydaatinanfc v palupraslranslro Stampa s plo&koj pudaivoj kulceuoj formțj Izvl OTN, Meii, МйЗ„ £ (1963)* Eiocs, D M — |1] O smeAannoj tada£e teorii upriigosti Dokk AN SSSR, 76, 2(1951) — [2) Konftiktriajti zadaiia teorii uprugosti Matern Sbornik, 34, J (1954) EnucH, F* B (redj — U| liiwdojitj Academie Press, New York, 1956 1960 Eesley, J, 7\ — [Ij Уипііпеаг deformatiuns of elastic Ьгтпя, rîngs and țlrings Appl, Mcch Rev , 16, P (1963), Englaxd, A H t Gheen, A E, - UI Seme fvoo-dimensiunai pnneh and ещек problems in ctasticai elusticity^ Prec Cambridgv FhU Soc , 58, 2 (1963) Ewrov, V M SaloaniKj B L — UI O batocnom pribliienii d teorii tresei n Mchaidka, J (1965), Ereikcti, A, — (IJ l'rom della functionn io distribidiora In : „Modem Malhcmatics for Lliț EngB пееті"( red de E Beckenuâcii, seria 3, McGruw-Hill, New York, 1961, 492 BIBLIOGRAFIE EnicKîSKjM, J L, — 11] Tensor ficlds, Mandbuch d Physik, (2), 3, partea 1, Springer, Berlin, 1960 — 2] Non^jtfafenee tfeprenw in linear elasticity theory Arch Bat MccJi Anal , 14, 3 (1963) — [31 A'on-imtyuehMS and noroexistence in iineariztd elasticii# theorip Contribuție пн to difL cquations, 3 (1964) liRiCKsx;N, J L , Troesdecl, C AT — Exact Iheorif of stress and străin in rods and shclls Areh Hau M«ch Anal , 1, i (1958) Eringen, Al C 11] Non dinf ar theorrj of conlinuotis medlăt McGraw-Hili, New York, 1962 Erșov, L V,, Ivlev, D, D, — H| Qb ustoiciuasli paloș# pri sîatit DokL AN SSSB, ІЗВ, J (1961)* HsMiSLBY, J D — [1} Elastic incltisions and inJwmogeneities Progres in soliei mcchanics Voi 2, North Hoîland, Amsterdam, 1961 liUBANKS, R, A t Sternberg, E, — Gn tfie complelenexs of țhe Boussinesq-Papkouitch stress ftinciians J Rat Mcch Anal , 5, â (1956) Ewing, M , Press, F — Surfacc waves and guidai шалея llandbuch d Physik, (2), 47, Sprin-ger, Berlin, 1956 Falk, G — Axiomatik (Ier Thermodyituinik Handbuch d, Physik, (3), 3, partea 2, Springer, Berlin, 1959 Fatou, P — Irigfmometo'giies ii sdries de Tuylor Acta Mathematica, 30, 1906 Ficheha, G — [ 1J fSti/Pflssi's^-'nza e suf caicolo delte soluzioni dci probleuii al contenta, relatini all'equilibrio di un cârpo elastica Ann di Pisa (3), 4, 1950 — 12] Ccndizioni perche sta compatibile ii problema principale delta statica elastica Rend, Liricei, 14, 3 (1953) — 5пПц torstenc elastica dci prismi cavi Rend di matematica e delle sue npplicazioni, (5)r 12, J — 2(19 53) — П teorema dei massimo modulo per rqjucizicme deftJ£/ostosfa| fctj tridimensionale Ateii, Rat Mech, Anal , 7, 5 (1961) Fjexd* F, A, — I l J A coj/unent on the unigueness af thc solution io Baas&inesq's problem J Appl МесЦ 31, 3 (1964) Fjlon, L N G ■■■ [ 1J Ол сгл approximale solitliun far the bending of a beam of rectangular cross-sediwi under uny sislem af load urith special reference to poinL of coneenirated or discontinuul!» loading Phil Trans London (A), SOI (1003) Fjlonenko, G G — Pro ruh kolesat seo koliisia po prujnij reiti, Prîkladna Mehanika, 4T 2 (1958) FiLONEKKQ-BonODii’, AL M — 7’еогш npragosfi Gostchizdat, Moscova, 1947 — iVefro-lorue obobtttenija zadaci катё dlfa uprugogo paralldepipeda Prikl Mat Meii , 17, (1953) — |3) AfeAtmicesAre teorii prucnoști Iztl MGU, Moscova, 1961 FILONENPO-BORODIC, M M , Jzjumov, S M , Olisov, B A , Kudh iavcev, I N , Malgîxov^ L I — (1J A urs sojirottidenya DiaferiafOD Gostehizciat, Moscova 1955 Filcakov, P F — [1J Prihlitenmje metod# Aonf^rmnyb ofoferoienij Izd AN USSR, l cs disioculwhJi- Gauthkr-Villars, Paris, 1956 (trad engleză revhuH ii t Pergamcn Press; 1961) PriJEDRicMS, K, O — [IJ Qtt thc boundarp-valuc problem afihe iheory of elasticii# and Korn’s ine-gualitp Annals of Mutb ,48, 2 (1947), — [21 Kirchhoff's boundarij conditions and ihe edge cffect for elastic plalcs Piue Symp* Appl Mulh*x 3, 1950 BIBLIOGRAFIE 793 Fiu^drichs, К O , Drsssiah, D F SYmi£es ta dynamlc photoelaslictly J Appl Mech*, 23r f (1956) Fdcuht, M M , Guf bnSFy, H — Purlher июгк on the genera! ihrec-dimetisional photaelastic problem J* Appl Much , 22, 2 (1955)* Frocht* MM*, SntNATii, |*S - (t| A non-destcuctiw method far Uiree-dimeasional photoeiaHicitțf Proc* Illrd U- S Nat, Congr Appl* Mcch * Pergament Press, 1958* 1*ro$tmant O — Jl] Potmtiel d'âtjuilibre et cnpadU (ies cnscmbles Thfese, Luni), 1935 Fura, J — Jl] Pas ztucile Problem der ebenen Plastlziiătstheorie filr inkampressible Kvcper Aplikace Maleniatiky 7 (1962) Gahov, F Dt — Kraeyye zadati Gostchizdat, Moscova, 1950* Gaiicii D — KorttfruJrtioe Mcfftnrfen dâf kanfonnen Abbildtințp Springrr* Berlin, 1964, GaMqlkik, 13 G* — (loniributiun ă la salut/гш tftlrr^rate tfu probleme de la thtorie de Геіая-lleite dans Ie сая de trols dimensiona C R Ar Sci r 100, 1930, — Яобгшгіе Socinenlt* Akademkrdga, Moscova» 1952 Gaulel, G — ți J Discorsi e di mostra: tone matrmatiche іпіигпо a duc лпж «feme attenenii alta meccaniru el i тоѵітепИ locali Leyda, 1638* Ga un» L- A — O gipoteze Cimmermana-Vinktcra dlja balok Prikl Mat MriL, 7, /(1943) — (2] O datrlenii Натра eilipticeskoj formy o plane na upeugoe pahiprostranstoo Prikl Mat Meh » H, £ (1947)* —• 13] ОсслАдг pererneifynij o prostranidwnnyh kontaklnyh zudacah teorii uprugosti Prikl Mal Mdi , I2t J (1948) — Kontukinye zada^i teorii uprugosti Goslehlzdatj Moscova, 1953 Gatcegno, C j OsTROWSki, A — Jtepritanfrh'ojr conforme â /« frontiere Memorial Sci Math , fasc 109, HO, Ginitbier-ViUars, Paris, 1949 Ga^es, D c, “ Щ (jrapiiicul inuestigation of geometric ttspecls of the Hertz problem J* AppL MeclL, 27, 4(1960), Geckeler, J W, —p| Etastnslatik\ Hanctbuch (L Physik, (1), 8, Spririger, Berlin Gki fand, I M T Si un G E — ОЬоШетиіуе funketi Fizmalgiz, Moscova, 1958, (IhwbiiAX, G P* jlj K leucii stesnennago krtifenlja sploltnyh prizmallieskth sicriu^ Izv, AX Arm SSIL 12 J(1959) (ii RMAiN, P — |1] Mfcunfque des inilîeux continuo Mnsscii» Paris, 1962 Gehbs, J V — On the t-quilibrlum of heterogeneous substances Trans Connectlciit Aca enjilatt, L I T ICopkov* V A — КгііггИ proinosti atiizolrupnyh materialo^ Metia-nika, G (1965) GoLDENVEttER, A L, — |lj Teoria пргцдіЬ itmkllt Obolocck Gostehfrdat, Moscova, 1953 — {SI O te&rtî tzgtba plasttnok Rcissneru Izv OTX» 4 (1958) — [3| Postrurnie pribliSennuj teorii tzgtba plnstinki melodom asimptvtii cskoga intcgriruvanlja uraunenij leurlt upruyostL Prikl Mat Moh » 2iî 4(1962) —{4} Razintie teorii uprugih iunkih obuiocek Trudy Vscsojuznogo s'eztlu po teor i prikl tiich » Akadcmkniga, Moscova, 1962* Goldenvejzeh, A L,, Kolos, А V — ți| К postroeniju doumemtjli uraonenij teorii uprugosti tonkih plastinok Prikl Mat* Meh , 39 l (1965) Goldsmith, W — [1| Impact: the collision of sotids Appl, Mcch, Elev , 18, 11 (L963) GoLDfiittra, W f Lymas, P - [ 11 ТЛе penelration uf hard-sled spheres into plane mdal stirfaccs J* AppL Mech,* 37 4 (1960) Golecki» X — S/iiffcs of an (satrapie ineompressibie elastic solid Arch, Mech St#a4 lît I (1962) Goi uzin» G M - j1| Geometriceskaja teoria funkcij kumpleksnoffo peremetinogo, Gostehizdat» Moscova, 1952, 794 BIBLIOGRAFIE GoodieHj J, N — fl] A general proof of SaînLVenanl’s principie Philos, Mag » 23(1937) — {2| Dimensional Anulysis Handbook of cxper strefcs anal, (M Нсіёпуі), J, Wlley, Ntw York, 1950 ■- [31 A surwey on same recent rescarc/ies in the theory of efasticffy AppL ■ Meci), Rev » 4, 6(1951) • ■ |4] The mathemalical theory of elasticii# J ЛѴІІеу, New York, 1958 Goodman, L* E — Gonfătâ sfress emtî/ysns’ of normalhj toaded rongh sphercs 1, Appl, Medn, 29, 3(1962) GowfiUNOV-PosALTov, S£ I — -Ru îref fici/n/c i plil na иргпдшп poluprusiransive , PrikL Mat Mch , 4, 5 {1940) — Balki i plity nu upriiffom osnooanii, Strojizdat, Moscova» 1949, Gouhsat, E - [IJ Sur Tfapiation ДДи -= 0 Unii Soc Math* de France» Й6, 1898 — [2J Cflurs d'unalyse malhematiqur ^ Voi 3» Gauthier-Villars, Paris» 1942, Graffi, D - [1| Su/ leorcmi di reciproc ii ă nci fcftumeni nan staționari Atti Accad, Soi Bohj-gna, (11), 10, | (1963) Graham, G A G — The contact problem in the linear iheury uf uiscu-elasticily internat Journ Engng ScL, 3, 1 (1965) Ghi:en, A E |1] The equilibyiuin iffrods Arch Ral jMccJi Anal,, 3, $ (1959) Gj-uîrn, Л E, Aejkfns, J, F , - |1[ Large elastic deformattons and поп-linear свпііпиит mc-chanics Oxford, 1900 Green, A, E , R 5, — [lj xS'fmpte (arce and sirrss muttipotes Arch Hat Mech- Anal , 1G, J (1964), [2J Multipolar continuam mechanîcs Лгеіі Rat Mech Anal » 17» 2(1964) Green» A E,, Zerna» W — [1! Theoretieal elasticii# Oxford, l954r Green, G — Mathematical papers L cm don» 1871 Green, W A, ■ Dispersăm rtdalfons fur elastic wavcs in bars Progresii in solid [nechauh-s, Voi 1, North 1 luiland» Amsterdam, 196(5 Grigorjan, S S — [Ij O nekotoryh specialntjh voprusuh ierrnodinumiki splusmjh xreti PrikL Mal Meh s 24 4 (1960), Griolj, G» — ( IJ Pruprieiă di media cd eqiiilibrio clasiico, Atti IV Ctmgr Uniune Mal, Hal , 1, 1953 — Mathemalical theorif of elaxiie cquilibrium (гесрпі rcsults), S prin ger, Berlin, 1962 Grouskij, G D — [ІІ inteqiirtivanie obScih uraunenij raonovesija izotropnogo upnigogo teta pri ponwic: n'julommskth ptiiencialw? І gdrnwniccskih funkeij kv AN SSSR, I (1935)* Groot» S R dc - И | Thcrmnrfțytamics of irrcLtersifdc processes North Holland, Amsterdam, 1952 Gur^xko» V S — A>A"u^rye kontafctnije zadald teorii uprmjosii i drobnoe differenciratfanie-Ргік] Mal Meh,, 21» 2 (1957) «— [2} Dtwlenie usesiminetriiTiogo katecaugu stampa im tiprughie sloi i uprugoe poliiproslranstvo Izv OTN, Мек Ма§ , 3(19йП), — [3j Dțndenie serii kntgovyh koicenyh Stampau na apru^c? potuprosiranstno Izv OTN, Mch Май,, i (1У60), — [4J Zadaci o krugovem stampe, sceptcnnom s poluprastranstvom, t o stoc, oslablennom kolcevoj SfeVju kv 04'Nj Mcb, Maă » 4 (1961) Giibkneo» V S, Mossakovski, V I — |1| Doulcnie osesinunetricnogo kfflceuogo Шатра па uprupae paliiprontranstuo PrikL Mat, Meh * 24 £ (1960) GuggknheIMi; E A — [II Thermodijîiamies, eluxsicul and statisticul Hantihiicii d, Pliyfiik, (2), 3, parfea 2, Sprînger» Berlin» 1959 Gunther, N M - [1J La theorie du polentiet etses Applications anx probiemes fondameniaux de la pliysigue mathfrnatique Gauthicr-Villars, Paris, 1934 ; ed rusâ Gostehizdat, Moscova, 1953 GuhTin M E* — [U A note on the principie of minimum ptdenliai energij for tinear anisvtropiC elastic solidsr QuarL Appt Malh » 20, 4 (1963) — A gmeralization oftiie Beitraml strrxs fundians /л conținuum пдеевдпіы Arch Rat Mecli Anal » 13, 5 (1У53) — ѴоггпіМлаі principles far linear eiusio-dgnamicSr Arcli Rat Mech Anal , 16» 7 (1964) -■ țB] Therrnudifnnmics and the poșsi-bîlițy uf spcdiul interaction in elastic pitilerials, Arch Bal, Mech Anal,, lf>, 5 (1965), Gurtin» Mt Б » Sternijeh(î, E — ]1] Oii fhe first boundary-value problem of linear elastosiatics Arch Rat Mech Anal , G» 3 (1960) —} 2] Theorems ni linear eiastostat ies for exterior domn ins ?\rch Rat Mech, Anal,, 9» Й (1961) — |3JA no/e on uniquenesș in elasticulelastodijnamicttt Quart Appl Math,, t9, 2 (1961) -r [4| On the linear iheorțf r;f visco-eiasticitț}, Arch Rat* Mech AnaL, li, 4 (1962) BIBLIOGHAF1E 705 Gurtin, M В,, Тоиічх, R A, — A unițueness iheorem for the displacemenl boundary-oalue problem of linear elastodynamics Quart Appl Malh , S3, 1 (1965) Gutenmaher, L T — Elektriceskie model i A kacknikoigat Moscova, 1949, Ha&Ltuhja^ T, T —i [ij Ob uniate fflijanija kaxatelngh naprjazenij o teorii teyiba plil izv AN Arm SSR, 14, 1 (1961) 1 Iad amari?, J — [ 1 ] bepons sur fa propagation tfas ondes et Ies equalions de VHydrodynamique Hermann, Paris, 1903 — [2J La thîorie des equations aux derivres parliclles Ed Sdenli-fiqucs, Pekin, 1964 Нлинсѵісі, M, — [ 1) Curs de kwfa Ed didactică ți pedagogică, București, ТІлмнинсті'Цч, L , Oinga, F , Manka} V, ■■■■ 11] Asupra torsiunii шаг bare cilindrice St Cerc Met ApL, 8, 4 (1957), Hardy, G ÎL, Littlewoo D, J, E — Some more f/ieorems concernin^ Fourier series and Fourier purner series Duke Matli Journ 2, E (1936), HabdY, G H T RooosjNSKr, W W, -■ [1 | Fpftrfar ser/es Gauibritige, 1956 Mashen* Z — Ț/ieury of mechtmical bthtmiour of helerogetieoiLS media Appl Mech, ReV , 17+ 1 (1964) НлтА, K — [ !j Some ternar k& on іЛй ihree-dimensional problems conccrued wilh the isoteopie and anisotropic elastic solida Mech, l?ac Engng , Hokkaido Univ T tO, я (19Я6) HayeS, M+t RiVMW, FL S - Sur/ace шогез ni de fur med elastic mal erin ls Arch, Rttti Mcch Anal , ft, 5 (J961), Hellbb, S R ț Brock, J $ , Part, R — [11 The stresses aiound a rectangular opening mith roundrd corners in a uniformi# loaâed plate Ргос Hlrd U S, Nat Coijgr AppJ frlech,, Pcrgamon Press, 1958 Hertz, 11 — țlj t)her die lieriihning fesier eiastiseher iivrper Journal f taine u angcw Math , Sa (1882) HrîRziG, A — [1) Zur Tursion В9П Stăben Z A M-M » 33, 12 (1953) HțrfiNYi, M Htmdbook of experimental siress anatysis J, Wiiey, N Y,T 1950 lirittle tnwle 1 4 and ЬгШІс сааііауя, Handh exper siress anal, J Wileyt New York, 1950 — (3[ The precision of measurements Handb expcr, siress anal , J AViley, New York, 1950, — (4] Photoelasticîtiț and pholoplasticitij Proc, ist Sym[> Naval structural mcchanicR Pergairjon Pres&> 1960 I liSTENY], M s M а (;-Во^ат ]і, P 11 - 11] Сшіічсі sfrcss^ ишісг combineiprexsttre and (Ufist J Appl bkdi t ss, J (1958), HioaiHSș Th J — |1] ЛнпаНй on a meiltod for sotoing the iorston problem Nat Math Magazine, 17 (19d2j - f2] A camprehensme гепіеці of Safni-VenanPs torsion problem Amer, Journ Phys , 1ІІ (1942) — The appruximate niathematical methods of applied ph ijsîcs as етст-plifird by tippllcoiitm to Saint-VenanTs iorsiwi problem, Journ Appl, Pliys , 1-4 (1943) ■-■ Analogic experimentul melhods în siress anafțjsis as exemplified hij Saint-Venanf's tors ion problem Proc Suc Exper Stress Analysis, Й, s (1945) — ,${гвдз horizuns in the mechanics of salîds Journ Mech Phys Sollds, fâj 7 (1956) Qn urtf^uertejiS und sfubritîy in Ihe theory of finite elastic străin Journ Mech Phys Solida, 5, 4 (1957) - Bifurkacija i edinstuennosl v nellneinoj mchanike splaSnoj sredy Sb» „Probiomy mehaniki sploSnoj srcdyJ\ Akadcnikniga, Moscova, 1961 —J4] Unițue/iess (ji fjeficrcd ftflt/nffary-yiifae ргоЙе/пз fot elastic or inelastic sotlds Jouni Mech Phys Solida, 9, 3 (1961) “ Î5| Uruqncnejis criferia and extremum principles ia self-adjoini problems of crmlinuitm mechanids Journ Mcch Phys Sulidst IOrJ (1962) — Discon-liriuity relalions in mechanics ofsoitds Progresa in solid mechanics* Voi, 2T Narth Holland, Amsterdam, 1961 Hillier, K W — |1) The measarement of elastic dynamic properlies, Progre&s in solid mechanics Voi 2j North Moli and, Amsterdam, 1961 HibtfiN, I Іл — Krafkij kurs D^Gternatifeskoșo analiza, Gostehizdat, Moscova, 1953 Horson, E W — ]1] The th eory of ftmetions of a rea! oariable and the theury of Foarier serîes Cam-bridge 1907 — The thcory of spherical and dtipsoidal harmonies Cam bridge, 1931 7Ш5 BIBLIOGRAFIE HODGi^ P, G* Jr, — [J] The matfiemaiical îhcory af plastieiiy J Wfley, New York, IBSSt Holdkn, J T — Eslimulion of criticai toads in elastic stability theorq Arch But Mech Anal , Ц, 3 (1964)* Нооке, R — (1J JLetfurea de potenlia rr&tiltiiivn ofspringsr explaining the panier of springîng bodics London, 1678 HonWA¥tf G — Suini VenanTs principie: a biharmonie eigenvalue problem J Appl Mech , 24, 3 31* Engng, Melji Univ„ S (1956), KiRCJnKFF* G - |lj tber das Gteichgeivicht tind die Веаедипд ci пег elaslischen Sclieibe Journ d rcinr u angew Math, 46T(lE5fl) - |2] l ber dus Gleichgeituchl und die BatKfUng dnes unendlich diinnen elaslischen Slabcs, Journ d relne ut angew, Malh * 50, (1859) — [3j Ѵог/ыіПфЕЛ Liber Meehanik Teubncr, Lcipr ig, 1897 Кшріёе^ M* V — Щ Teorija pudobija z\kudemkidgaT Moscova, 1953 Ktxina, Ja M , Griuțkii, D V — Щ Do uxe simelrîfnoi zadaci pro tisk pfoskoga kruglogo Stampa na priijnii pîuprostir pri naiaviwsli sceplennia Prikiudna Mebanikn, 10, J (1964) Кі-лріпкм, F - Jl] Expert meni dini spiisob Dț/Setkovdnl napjatostî kroncenycft h fidela л uirend-sobni souifistymi prufezy Strjn^cky Sasop 12, / (1961) 798 LHBLIOG RAFIE KlebOWski, Z — Ц] Stuzftum nad znsada de SainbVenante, Wiasciwe jcj sfonnuluwuiiic Zeszyty Naukowe Po]itcchu 5Ѵагьг т 27, 1957 KliaCko, S D - ]1| O model irova nit peruoj asnomoj z tui a ti ploskoj teorii uprugosli dlja гпло-gosojaznyh oblastej Prikl Mat, Mch R 23, î(195S) Knops, R J, — 11] Umgucnew fur the udiuie красе in ciassical elastirity Joum Londțm Muth Soc , lift, 4 (1964), — t/nlțucntas of the displacemerti boun* dary-oalne problem for the ciassical elastic ludf-upace Arch Ral, Mech Anâl t 20» j (1965) J K ■ II] On Saint-Venani's principie in the to>o-dimensional linear throry of elasll-Ciltp Arch RaL Mech AnaL» 21, 2(1965), Kmti-Ji, LL — [1[ Dicționar# of ctinfontuit npresentaitens Dover Publicntioiis, New York, 1952, KufiN, N E - [Ц Vddarrtoe i ttaiula teniornvgo isfistenija GosleEtizdaL Moscova» 1937 Kooas, S Ja t — [1| O reienii prostranstoennoj eadafi teorii uprugostl aitemiruitiicim tnrto-dum Soarea izd AN SSSR, ser, gwdir, 3(1956), KoîTMi» W T, — fTcneraf tfieorcrnx for etani ic-plastic solids, PrOgress ІП solid mec hun ies VoL 1, North liolland, Attuterdeun, 19CI) Кони, А V — J1J Gb utocnenii klasstteskoj teorii izgîba krugtyh ptastinok Prikl Mat, Meh , 28» 3(1964) — Metod# utoencnija klassiSeskoj teorii izgiba i rastjalenija plustinok ]hrikl Mat Meh T £9, 4(1965) KoLQsov, G V — [1) Snr fes problimts d'flasticitr â druz dimensiona, C R, Ac, Sci » 148 (1908) |2j Sar Ies problemes d’tlasticite d deux dimensiuns C R, Ac Set , 1411 (1999) Ob odnum priitâcnîi teorii funkcij kompteksnogo pctemtnnogo A- pluskuj zadafe maternoli-teskoj teorii upriigostL (Teza), Jurlev, 1909 — AYir le prablime plan de la thforle de Г Maxi leite, ALL1 IV Gongr» Internat, Mat , 3, Roma, 1909 — Ober einige Eigensehaften des cbenen Probtems de г Eltîxtiîitdtxfiieorie ZeitschrBt f Math, u Physik, 62 (1914) - Sar unc transformat ion des ^qualions dt: Ггіа^іісііё C R Ac Set, 184(1927) [7J Sur илг apptictdion des formules de Schwarit dr Villat et de Dini aa ргоЫёте plan de i’Musticite, C*R Ac ScL, 193(1031), - |8| Primenenie kompleksnyh diugramm i teorii funkeij kompteksnaj peremennoj к teorii uprugastl Gostrhizdal, Moscova, 1935 Kolsky, Jl - |1] Slreu ehews in so/ids Oxfuid* 1953 Komahov, V A — jlj O racionuinont ruspredcienii materiala o konslnikcijutL Mehanika» 0 (1965)^ K0 PPHNFI i i-s, W,, ȘrAbLMAH, i’, — 1111 'глxis der ponformen Abbildting Springcr Berlin 1959 KoîtSNEV» B, G, — (lj Коги/гі^сй\ frjftirfc na гіргндот osnoranfr Sb ,,SlroiLeinaJa Mehaiiika v SSSR, 1917—1957*\ Strojlzdat, Moscova» 1957 — Teorija ptastinok Sb + Stxoi-lidnHja Melianika v SSSR 1917 —1957’4 Slrojizdat, Moscova, 1957, -r hickoturye zudaâi teorii uprugosli i teploprovodnostim ге&аетпус n besseleuyh funkcijah^ FUmatglz» Moscova» 1960 KtoRNt A — (lj Sur ies iguations dc РІІаяЦсИё Anii Eoole Nonn Slip , (3) £4(1907) |2[ Sahition generale du probleme d^tpiilibre dans la thtorie de t^lasticf^ dans te cas <>n lex efftirts sâni doruiis ă la лиграм Апл Fac Sd Toulou&s (2), 10(1966), — |3[ Ober die Lbsung des Grundpniblcms aer Elastizildlethcorie Math Лип, 75 (1914) Копмсскі» А, — [ 11 btenus in cinsti ci tip PTogre&dn solid median ir» Voi 3, North Huila rid, Amsterdam, 190® KuS®n} N S, — |1] O koncentracii naprjazenij v uprago-deformiruemțjh sredaii iMchaidka, 5(l|m Kni'iLiN, D, 1T [1| Teoria konecnyh deformaeij Gostehiadat, Moscova, 1947 Lam^ G ■■ Ărpnji ț s|ir Fes $tiorijonfl&s ctirvilignes et tenrs diverses applications M allet-Uachdkr, Pariș^ 1K59, LandaU* L D,, Lirhc, EL 5L - Tevrija upragosli fcdrTO Nauk^T Moscova 1965, Ъатчоііаап, H, L - General thenrțj uf btieklimp Appl Mcch, FUv , 1IT 17 (1958), — Encrgij niethods in (ipplied meehanics J Wilcy, New York, 1962 Lavhigblia, G —■ SuH’equilibrio dei corpi elastici ixotropi Rend Lin cei, (5)T 12, 7(1893), — Eguiiibriu di un cor pa elastice indefinita limitata da un piano II nuovo Ci mente, (3j, 3B (1894), — |3J Etjuiiibrif) dci corpi elastici isotrapi Ann dl Рійя, 7 (1895) — Afcune upjpiicazteni deliu teoria delte apmztani furizionali alia fisiCQ matematica JJ nuovo Girneiito (5)t 13 (1$)07) — |5] Sur riniegruttun de l'eqiiation rețutiue d Pequilibre des pia-qtteș vlastigues encasirees Acta Malhernatica, ЗЙ(!909), r AVHjjNijEv, M A — [ )j VariacLonngj metod t? krueuyii zadacah dlja sistem uravnenij ellipti’ ceskagu tipa Akademknl£a» Moscova, 1962 I avrentjev, M- A j Șabat, В V — [1J Mct&dij tetirii funkeii kumpleksntiț/o peremeiuiugo Fizmatgiz, Moscova, 1958 - Lazak, B, — [ÎJ Dumping pruperlies of muterials and material cnmpasitesi Appî Mcch Rev , Io, ^(1962) Lehni£Kîj, iS G — Anizolmpnye plaștinki, Goslchizdat, Moscova, 19-17 — Teoiifa upru-gosli an izotrop иода tela, Gostehilfdatj Moscova, 1950 J KJBENKON, L S — ЦІ £urș îewji uprugostL Guslehiatial, Moscova, 1947 — |3] Subranie irndou, Akadvmkniga, Moscova, 1951, Leiiîi-kiej^ G - (1] Gilterthearie der mechanischen und ihennischen Elgenseliaften der Kristalte Handhuch dP Phydki (2), 7, partea I3 Springer, Berlin, 1955 J -EOMOv, M, Ja — eAoFtjrytî zaduci i prilnienija teorii potenciaîa Prîki Mat Meii , 4, 5 —в (1940) — (21 ObtiPaja zadacu o davlenii кгидспюдо Stampa na uprugoe pnluprostranstoo PrikL Mat Mch,T 17, 7(1953) Leqnov, Mt JatJ fcuMAU, K L — [11 Băjenie pod Stampam biizkim к кгидиооти o piane Prikladna Mehanika, ff, 2(1959) Leqs-ov, M іа , Рад ас к ij, ,S L+d IvaSqe^ko, A* N — |lj Kasccl fundamenta, koadrainogo и plane Nțiucn zap In-ta maSJnovedenija i аѵіощаіікі AN USSB, 4, (1956) Іліохтоѵіё, M A — Vp/iftenie a termodinamiku Gostelnzdal, Мо&соѵа, 1952; SDO BIBLIOGRAFIE Lerav, J — [1[ Foflefton dc Giwn m-harmonigue; ftexitm de la bande elastigue, homogine, isotrope ă bords libres, Appl Theory of funcționa in continuam mechanfcs Voi 1, Nauka, Moscova 1965 TrSBAY, J C — [11 Le calcul des ponis-plagues Applic Theory of functîims in contiimum me-clumics Voi 1, Nauka, Moscova» 1965 Ейѵѵ, M — [Ij Мйгпоігм sur ia t№rie des ptagues elasliques pianes Joum Math pures uppL, (3), 3, 1877 — (2j Sur la tegilimite de la râgte diie du trapize dans Г tinete de la resistancc des barrages en rnagonnerte C R Ac Set» 228 (1898) LEWiSt J* A , Pollak, H O — Щ Photoelaslte catealatious by a complex oariable method^ Z A M P , 12, /(1961) Ь'лрдшгпі, R [IJ Rfateiance des materiaiiz, Duuod» Paris» 1954 I echitenktein, L» — [IJ iVeuere Entencklung der PotentiaUkeorie Konforme Abbitdung Encykl d Math Wiss , Ss partea 3, fasc 1, Teubner, Leipzig, 1918 — Uber die erste Rand-ivcrlaufgabe der Elastizitălstheorte Math ZeitschrifL, 20(1924); 24(1926), p 610 Lihacev, V А — [l] Zamecanyu Jc statje А I Kalandija „Izgib uprugoj plastiakl o vide eliip-ti&skago bolea", Prikl, Math» Meh 19, 2 (1955), Ling HuNg Sun - П1 Go tiarialiftnal melhnds tei the problem oftorsion for moliiply~ctmnccted crnss-sEctians Acta Phys Siniua, 9, 4 (1953) Lo^ktn, îi G — [Ij A nai te ractonainorjo primcnenijo profilej prcftafnoj sfaii Izv OTN, 1 (1956) Lomakin, V A, — O defer mirovanii micrnneodnorodnyh uprugilt tel PrikL Mat Meh*, 29, 5 (1965), Loye» A E H — [Ij A teeatise an the mathematicai theory of eîaslicity Cambridge, 1927 — Bcjussmfsg problem for a rigid tone Th£ (JuarL Journ ol Math , Oxford scries» Ю, 39 (1939) LunlNSKii, A — [1) Generalizalton uf the iheory of elastteity la poraus badics Proc Ifnd L\S Nat Congr Appl Moch , Pergampn Press, 1954 Luekin, J L - [1| The torsion of elastic xpiteres in contact Jcimi, Appl Mech , 1B, £(1951) Lurje, А I — Opredetenie pereînrscenija po zadannomu tcnzom deformacij Prikl Mat Mch , 4, 1 (1940) — Nekotoryc kontaktnye zadaci teorii uprugosti Prikl Mat Mch , 5, 3 (1941) — Raanooesic uprugoj paloj sfery Prikl Mat Meh , 17, 3(1953) ■■■ Pros-Iransiuennye zadaci teorii tiprugusli GnatehizdaL Moscova, 1955 — J5] O knitje ftKru cente uprugih tei" Melmnika, 2 (1965), Luzi^, N N ~ Teoria funkcij dejsiuitelnogo peremennogo IJdpedgiz, Moscova» 1948 Luzin, N N » Pbivalov, ] I - Jl] Sur l'unicite et la multiplicite des fondions analytigues Ann Йе Norm Sup , 42 (1925) Маіюѵікоѵ, V I — J1| Rro nablijeni konformni oldobrajennia i ih zastosuvania t? teorti prajnostL Prikladna Mehanika, 3, 1 (1957) — Priblifeririijj sposob konfbrmț подо utobra^enija mnogougnlnyh oblastej i kritcenie sterîuej formy prvkatnyh profitel, Iev vysE utEîb zaved » Stroit i Ariiit » 2(4 961) Makai, E — Btmnds for Ihe principal frequcnxy о/ a membrane and the torsionai rigidily of a beam Acta Sci Math Szeged » 29 (1959), Mandjavidze, G F — țllObodnom sinjttȘțtffiom trtfcgrctaW uroonenii s гохгутупп ktwțfi-cientami i ega primenenii a teorii uprugosti^ Prikl» Mat Meh , 15, 3 (1951) — Topsiunea arborelui cu cerneluri radiate exterioare St, Cerc Mcc ApL, 9, 4 (1958) — Considerații asupra teoriei plăcilor plane elastice subțiri St Cerc Mec ApL, 14, (1963) — {3] Construirea soluțiilor ecuațiilor plăcilor plane elastice subțiri? din teoria fără ipoteza Loue-Kirchhofft priit metoda funcțiilor analitice St Cerc, Mec ApL, 14, J (1963) — C$BeuZttf plăcilor elastice circulare subțiri in teoria fură ipoteza L&ue-Kirchhoff St Cerc Mec, Ap! , 14, tf(1963) — К nelineinym uravnenijam difl£enija sploSnoj defor-miruemoj sredy Rev Roum, M6c Appl , 9, 1 (1964)»— On the theory of elastic plane pla-tes of mean ihickitess Rev Roum Мёс» Appl » 9» й (1964) — [7j Ctoa pntâtaîie ale teoriei plăcilor plane elastice Editura Academiei» București, 1966, Manea» V,, Pbocopovici, E — O eriindere a rezolvării problemei torsiunii unei palate dc fur-blnă St» Cerc Mec Apl , 10» 1 (1959) UIHLlOG RAFIE «01 Мчі-е і\ C G - |1| Tfe birkhlet problem: boimds ut a poinl fur the sululion aiul ils derivatioes Quart Appl Malli , 8T 3(l95fl)+ fÎaiwi i nși ! I mertujr xingtiijarnțje tniegraly i inîegrainye UraPfirnija 1-izнкй;*iz, Moscijva, 1 Eh52 MiiiJ uwiTz 1 |]] ЯессПІ deoricupoienfs in efustir л»ш?е ргирадиікип XppL Mreh, Hev , 13, У ■ '()9G9} [2| Trfuisicnt timus prupatyliloR in elt tstic rads utid platca Jonrcu GâOphvs Rea , 88, 4 (1963) MlLNr-TiîOMSON, L -M — IH Lde xurc 'i'j'iins, AtikjȘ Mrtlh, Șoc 9!h |2] Pkme: tdas- fie sijstems Spntiger, Berlin, 1Ю) “ ]3| Antiphim1 eiustic sț/sletns Springctr, Berlin, 1962, MimjI in, B D I] Forefl crt « in tiie interior □/ o semi-infiniie solid Physks, 7t 1 (l' Mti) [21 Vr!r ujj ilie tlaterkin and Papkvuiteh hfrrss fiuiciions^ Bell Aulei' Miath Suc,, 1-(iU:hih |3j Ctimpliutac 0f etaeifr bodie» m tw/uci Juuni Appl Merii,, !U I l| i-'om- ui a poinl in the inter tur uf g urmi-infante solid Proc Ы Mklwesk'Fn CunfeieiU'c Solid Murii , ІШеюЬ, Urbana, 1953 ]3| МесЬшшъ uf granutar midia Proc l[ U S Nnt Con^r AppL MuclL, ІЧтЦншоп Press, 1954 — [tij Micrti-sirnrtnrf in Hnvtir elustD citțp Arch, Bat MecK AnnL 18,1(19(511 J7] Сошріет rtpresen/^frun (?/ dtjpfaremenfc and stresses in plane struin nuth evupfc dres^rs АррЕІС- ТІпчігу of firncdioris in пніішііиіп Hivchanu A, Nauka, Moscova, 1965 i\ R D t DKftESiEWicz, 11 11 j Tdtndir spheres in contact andtr tmrylng otdapif forte* Jutini Appl MeâL, 20, J (1953) Mixni-iN, B D t Sat vmmjhi, M G |l] Handbook скрег, slrvs^ anal țM lletenyi)f J Wiley, New York, 195d MtRULiN, H 1X> Tlilhsthx, U, F, - [t| i-'fff'rts tif ctiiiph'-stt'esses in linear cluslicilij Arch Bat Mecli Aualr, 11, 5(1962) 802 BIBLICO RAFIE Mirânda, C — [t| Equazioru ntftr derivate parțiali di fipp cllitfico Snringcr Berlin, 1955 Mîses, R, von — 11] 0il Sttinl-VenaHl's principie ВцЦ, Amer Math: Soc , 51 (1945) Mișicl'± M - [11 £ch?(ibrijl nufiîiitor bentinue ctr tleforintiții marț: Sț GeTC Sfet 4 (1953) Despre problemele dinamice ale lui Boussi^ nesq și Hertț St, Cerc, Mec Apl , HL ,2(1959) — (5J Torsiunea dinamică a barelor elastice cu secțitin;1 rtmsictnfii SL Cerc Mec, ApL ifc 4 (105țț) Problema diifamică a torsiunii St» Cerc 'Mec, ApL, 1Ц 7-Й960) — Alcrunira meditl&r deformebife Ed, Academiei, Bucureștii UHi7 Mitchei l T Рч Wahuiîn, W E — [1| On the metiiod of tine-Thomson tn plane elasticiig Journ Appl Meelt j 39, J(t9C>2) MiyaI'akHj Q , Нгйль Hf, Mikakni, T „ 1-ujiî T — |1] L’ukiJdtiores uf lursimîtd stress by Monle^Carlo melh&d Prafc IX Japfm Nfet Congr, Appl Mech,, 1959 J + Beîulns M — П1 Statisticul praperltfâ of the stress and străin fieldș in a mvdtum wiîft smull rumfurn variatiujis in elastic eoefficienis Jonrn Matfi Mcch , И, 3 (196,5), MoKERA, G — bS’ofîîi/onr generale delte е дисітіоні indefinite deîi'typiillbrio di un cârpo continuo Rene), Ltncei, (5), 1, 1 (1892), [2j Apprndiee tăia nota ^Sulta soluzioae piu депс-rale, r\ Rcnd, Lincch (5), 1> 1 (1892) Moitc HNSTERN, Г> - [1| Muthcmatiscite liegrundung der Seheibentheorie (Ztueidfrnenxianaie lilasli-ziLătathecric) Arch, R&t Mech, Anal , 3, 1 (1959) — I'2Ji fleNctfrmp der Piuticntiiearic aiis der tlreidimensionalen Elastizitatsthcarier Arch Rat Mech AnaL# 4, Я (1959) Mossakovskij, V I — Ат аоргмш ob nceufie peremescenij i> prostransioennyh kuntakinț/h za-da&ah, PnkL Mat Meli t 15, S (1951), — Ргітептіе leuremy v- aininostL к opredetenifu sununarnyh sil i momerdov p prustrantsuerimjh kontaktnyh zadaeah Prikl Mat Meii 17, 4 (Pjăil) -■- ț3j OsjKfiJiîtTj'u smefanil^ya zadar a teorii pprugasti dlja ptiluprustranslva s kru-gouoj liniej razd&id grunirngh usfovij, Prikl Mat Меф Ilî Й (1954) - |4j imalenie Ulcunpa^ biizkogu ;j pfcmB jt ДтЕ^оиоти, пй uprugog ppiuprosfrunstin?, Prikl Mut Melk ІВ, 6 (1954) — 0 modelirăututii pervaj osnovnoj zadaci teorii nprugostf Mu seu vâ, 1964, MossAkovsKij, V, 1,, Гптікѵл, N N [1| Ff/ap/iPtiJîii simmetricnoga Stampa v upruguju paliiplțuikfuțl pri nalicll sceplenija na linii kontaktcn Mehaiiika S (19Gă) M()S^AK()VSKUt \ I t Gubenkg V S — HI metodi rozintiremnifi zadari pro tlșk /индииоди Stampa na pritpjnii pioproșfir^ PriRladna Mehanica, 7, i (1961) MoshAKfAvsKA, Z — HI J’iinkcti парг/uSenij dljo uprug/h tel s ajohosaOj oriairoptej Archhvimi Mcch Șlrn , 7, 7 (1955) Mussahovsk!!, V 1 , О м^кикГ), V I T Кѵлсеv/V L — Pro zastosuDamiița fimkcii Grinudo roz^ iduzuuniju misaiitu zadavt teorii pruziiostidipipi^prostorii, Prikladsia Уісііагііка W,$(19(j4) Мскі, H — On Ihc Siieddurrs method 6y Hunkel transform# for the threr 'dim?unional problem of etaslicitij theory i'roc Vth Japau Nai Congr Appl Mucii ; 1955 — Astjmmctrie p/rublems of thc Ніеогу uf elusticifij for a semi-iufinite solid aud a Uiiek plate Prngri^s ln solid mcclianics3 voi 1T Ntirili Holtanji, Amsterdam, 1960 MUli e ri/h reztillcdop reScrtij Ztidn6 Sen- Venanti ti kriteenii i o poperecnuai izgibti prizrritdiccskih tel Prikl, Mal, Meii,? I, 4 (1938) ■ [2[ Тейгіи izgiba pld siednei tot* ci mi ixv OTN, Mch Mas 2 (1959) Najjal Д, — |1[ У'/ірогн of ffsw елЕІ^'гагіпі^ of solitfașx VlcGraw-l ІІ1І, New York, 1950 N’ uiHbJ p, M IU (îtt Sairit-Venunl's principie: claxiir shellx and рІНІеа Joui'lL Appl Mrcll , ®ț, 3(1960), — |2| Foiindutiuns uf elastic xhell theurij Frogrcss in solid niechanics, voi 4, Norii) Holliinrl, Amstei iI&ei), 1963 Naghdi, P M , Hsu, C S — |1| Он й representalion pf rF/ țp Vierme nfs in linear elasTiciti; in t£rm$ uf Lhree stress funetiuns, JuiiIEL Muth, Mcch*, 10, 2 (1961) Хл іма ѵ, M, L jl[ Рдарегесл(/fz^ ciii/sfra B soastiioj mne^ș^r^tmoj Ras^ety na proc- nosl' 4; MaSgiz 1959 NijMAirk, К M — |1i Q zndE&tiffA г? idealuaj teorii apruyosti Tfudy In-ta HziSd Ztmili AN SSSB, Ji (1960) Nakazawa, H — |1| l- lee trical ancțiogies ivilh resislive papvr far the torslon problem of baf^ Vrac, Vlth Зарап Nai Coi)gr Appl Mecli I9ă6 ÎsaKm&wa, H YatsIjk^, T, — [c| On the tbrsipil of the bar tpilh thili scclmn Proe Xth Jitpati Nat, Con gr Лррі Merii,, 1960 Wiț \siMiiAMUiiîHY !’ — [Ij îojrsia/i of nudtiply cimneclvd sections, Joleiti, lEidian fnst Sci , В 4 (1051) Nakodiîckij, M Z, [T[ OpretWcni? парг/аг€пц o krugovom kulce pod dejstinem zosredolaeennyh siL lav OTN, i Natjmov, L Gf, Stepaxqv, Jr PrimeneaM metoda eleidricesictiyo modelirovanijfi к reStțîijii £odttfi kri rceiiija cilindritcsIcih sier^mj I?okl 4-oi mcjvujîdvsk, konf po primo neiiiju fizici'slio^o i i[iiiL(:inalitcskogi> iundMirovanijii v rnzHC nyh utiasljali leliiiilri, Sb 1, Moscova, 1962 Navieb, В Jl] АІёітАге sur Ies Ibis d'etjuillbre et du тоцпетепі des corps solities ^lastiques I-JllIJ Soc PhilomatUlqtiei Paris, 1823» Nkdiîlcu, M — | i] Urp1 upțdiculirjii de ta dtirriuec spațiale aux iqimlîbns de l'^lastfcite dans t’especi, Rcv Bouni, Math, pufes appl , 57 3 — 4 (1960) Nkhaii[, Z Слт[пгптІ metppimj, McGrn’W-blilI, New 5rrnk, 1953- G L , S'fEFi YEiTOEtr, ii - [7f (J/î the iranumi^si^țt of a couevntreded load inio the îiiterior tîf ли elastic budy Joum Appl Me^cIl, 23, 4 (1956) Кнмйыѵт, P — 11] Ltfstirțgf Torsmnprvblems [Hr Stăbe mit mehrfach ztisanimenhum/eiLdem QLierxrhniii, ZA MM, i (1921) — Recent devclapmenis tn inoerse and senii- if merse me-ih wla in the mechuitics of сопИпиа Advances in applicd nitchanics, voi 2, Mc Graw Uill, New York, 1951 jSeuuep II — [i] Tiu nener Ansuiz zur Lo sm (Ș& 52(1935) Nhxjlem’a;, M , Oincki kaxu, N,, Мдпсиз, S — Щ ЛІшіи al de £ггта/«"іі maleniaficu EdiL dl-dactică ți pedagogica, București, 1902 — 1904 NlOVU II K — Jl| О ргііпспеніі simooticeskOgo metoda A f Hurje к artallsn napfjifzf nîuyh susloianij i duuinernyh teorii uyrngih sistem, РгікІ, Mat Meh^ 27, J(I963), NlKoLSKll, ÎL N - [1J Algoritm Soarea r zăduft: teorii nprngosti a naprjtiteniiuh Ookl AN SSSR Ш, 3 (1960) Nibida, M , Hondo, M, —Jl] -ViW p/iofre/us//rr jțfocerfurcîf /dr so/xiiji^ Zftrsirtn prubtetns Frac VUth kipnn Nat C ongr Appl Mecli , 195“, NiaiiCKiJ, L V | l| A7e^rom()dtfHre^/iî^ frjGfejîerji^ji zminc teorii uprngoslt Trudy I mcKvuzovskoj nautnn-tdin konf po clektric mtjddiE'cvanjjLi Kâdac stroit meii , siiprot mal, i teorii [ipragosti B M,, Nova^erkasskjJ Polii, inst , 1960, Хоі ц V j 1 j фл the cordtemily of iJji ietnd fluid slidr in Jon rit Bai Mech, Anal, , 4,1 (1935), — A malhcmuticdl llieury of the mer dumicat bdiantour of contintiaus media Ateii Hat Murit, Anal , Ц, J(1958) — |4| La mecaniqiie țfoșsiqiie, basce sur uh axiome dfobject leite în La nteffude uxiomaligite dans tex mteaniqiies claxxiques et iioiii’eltes, Gattl hier-ViUarx, Paris, 1903, NqVg^ejxjv, V, V 0 centre izgiba Prik] Mal Meh,+ 21, 2(1957) Teoriitt upritgu xti SndprwmgiZj Mos- covă 1938 — [ I] 77wj/tt tonHA obolofek, SudproingiE, Moscova , 1962 Коѵойіърѵ, V V , Si epian L, ], — [!] O principe Scn-Vcnarui в dinamike dednej PriliL Mat Meh , 09, Зл (19ЕІ5) Nowackij, W — Ц Dineimmțî ^ouniîcniji St rujizdjd, Moscova, 1963, Nowinskij, J — ij fdtecumw preta pFQStopiidloscifmnegu, kiorega jcdcn przrkraj puzostaje plosLi ArrhiwLim Merii StqS*h 5, f (І953) — Thwtj of tliiii-malted ians A]i]il Mccli R rv,t 1* -/(W59) Nowf^sKi, ,1 Ti:tisKiE S - |1| Z teorii sprțipdosci dat izuteopoit'i/di niejcds\orttdmjdt, Arcltf-Vftiin Mcch SLos , 5, J (1953) Ntyf, ] F, — |1] Physical pr&perfies uf crtfsials Oxford, 1957 O»i]LA§viLi, E L — [1| Effddiimoc rHentr m' kotoryh prostr^nsloenpyh tada6 teorii irprugf stL Rcv Houm Malh- p«res appl , 11, 8 (1966), Odeit, i’',? 'Глп тдкнкм, I [1J driiqueness in the linear tkeorg r>f uiscudastidlip Arcli Hal Mcch Anal , 10, -/(19(15) Odqvisg F, K G [1| î'bcv die Bartâtvertaitfgaben (Ier iitjdr&dmiamiL zitlier ElilssiqKedcn Malh, Zeitschrirt, ЗЙ (1930) Оптплі иѵ, P, Mi - [1| Izgib, usttijriimd i t iddfanija plastinup EdiL IJniv, Mosc’dvu, 1958 Oi szak, AV P| LrtJr/oOiît7?fr: о^пЛ/гугг membrunnu>ej du zagudnirn ttkladâw anizdrtjputpgcL Archîwuni Meck Stas , 5 / ț ИИ>Зр |2| Xrai-hoпіодѵпіід in dasfidiij and plasl it:itg, țR'd j Pergaгюп Press, E959 Oi szak, W , E’erzv w, Z,, V[itoz, p - [t| jS7??rrrt] ’jtfiOf’ sosio^tafe teorii ptasticnosfi Mir, Moscova, 1964 Olszakt W , Rvf:ii] iiwsK], 1, 't I C)n plane slutea nț (qniiibrium in nuit-hamogenefins eUidic unr! plastic media Applic, Tlioory of luncliniis iu eonijiiuiim meehantcs Vel !, Nauka, Moscova, 19(L5, O’ctcKSCiJ, Q ■ I | Vadă!ionsprirtîipien, tedehe die imteren Vrerbindungen cfne v копИпшегИсЬгп Medtum'î dețlnicrcn Ruviic Riifm Mccartiqnc Appllqneo, 1 2 (1956) Oi:i ovt А, V , Pi^EtiiHN, S V — Кі/^птслІя^е &з®гіог г(;]т:с krmtakt a itpruqih tel r joro^nos? рорегйи^ло^ steja Izv, OTN, M^i, Mas , s (19(i0)+ OsgOjqd, W* F — ]1| Aligr mdne Thedriț der аііЙ/y/Zst/tfn ііпелкі MatlE SVHș ? 2, partea 2t Tviibner, Lelpzig, 1901 — 1921 — Letutmeh (ier Punfdifmridhtmrie Tbut?ti£i\ Lcipzig, 1912 Osgoodt W F'4 Taylou, E IT — [1| Conformai transforrmdions un tiu: buandarg of thr ir Г&-gions of definit ion Trans Amtr, MyUi Soc , 14(1913), Pacelj iț M Cardutto con и licite tea dne corpi etastieî di forma qitalunqtte; Campressione e lorsione, Aon, di Pisa, (3)t l(k J 7 (1956) — Cumpressione e teisiune di due corpi dasltei a colitalte Ren ti, t inceiF (8), 01> ■> (1956) R1QL1OG11AFIE 805 Рліаюѵ, V А, - [J| naprjuzeiiij okotțț Sertihtâtifoj granicy uprngogo trla lzv OTN, Meh Mas , Ș (1903) — Zaitfs/jnosf Imneeniracii naprjateuij o/ ktuceslva vbrabnfki pouerhrtwli delalep Dv OTN, Mc]] Mai , 5 (J963) — J4] ()$noi)mjti uravnenija teorii nesinimetriciioj uprugosti Prikl Mat Mch , -fi4 3 (1964) — Aapr-ja&ruiw! sustojaiiie у stucajno neodnorodnom tete 2 Vsesojuznyi sjczd pn nichanike, AunQtt tlokhulov Moscova, 1964, — [(>] i>losk(tju zndacu пгяіпипгЛгіспоі teorii uprugosti Prikl Mat Й5, fi (1964), Fa^asiuk, V V — ІІогтчѴоД- іг [ secând order elliptic egnations in terms of arbitrari} vector fields Arch Rat Mech Atud , (2(1965)’ Peauson, C F - ilcinarka on the centre, у/,чЛгал ZAțlM, 36 3-4 (1936) — Theortiticul cftititicilg, Cam bridge (Mașs ), 1959 РекеЯі В L - ]1] apn'delenijn koeffirient&v коптргш' іі pri izgibe ptil s olvcrstijarvi- Pri-kladnaj'j mehariika, 7 (1965)* PereiIvatov, V K, ■— [Ij A rttsctdn na}\rjtizenif n bulktdi-sienkah metodom X к lZu 4/u?Z^yf7i' pni раііютііі v lektromodeiircvtit'tifa konfarrnnoțfo preobrvzvotirupj, Tfudy 1 mțzvuzdvsk konf po dlukli'ic nnnJtî lirGVunijie zadflc sItljjL jiu'Ji,, sfjpj’ mat t teorii uprugtisli* 13 M , Novocerkasskij Polii Inst t 1960 Fehi ts-, P J ■ |3| Oi odrtOiH теіаде rebenija osnounyh prastransiur nnijfi zatluc teorii patenciala 1 teorii ^pruffosîi dlja obiaslej', ogrttniaennph dva/nja za/nkmdpmi poDeritnadJttini Ini Zui-n„ 1 (1964), Piv'i[HGSKi j, I O 01 dfriifltttfnertffdft %■ casintjmi praizuodnjmi (iostchizdaL 1953 Pe-eiffhji F — |I] Elpntoidnidik HBJidbttțlt d, Physîk, (1), «, SpriiFgej- fkrlih, 1923 PipkiNj A C’ , RivliK; R, S Oi for mulat ian of conslituilve eipiations in eontinuuin phg-sies (li Avch Hat Mcch Anal*, 4, S(1959}4 Pîrvu, A — |1] Problema plană a ctasticitâd> pentru n circulară iu cazul celei de a doua probleme fundatnetdale ta hmifil St Cerc Mec Ap , 7, 2(1056) PiSAGANE, V* L , M 4LVi£flNt L„ E, ) 1} Лpplicufion of jmmericctt mappinff ia the i\JJtskkcllsfivili nieihod in plane etastieif j Jonrn App], Mecli , 30? 3 (19G3) Рітоѵлвсіѵ; A M, — [1} Konctefitradjef tâțMdetrnjk naprjaîcnij pri krucenti prizmaticeskik sie^nej Prikl Mat Meii*, 17, 2 (1953)- pLA Mi, M — [f[ ТЬегтоЛіріатік De Gruyter, Bciim, 1930 Рьатвщй, 04iJf (j N ■■ jlj Ѵагіцсіопііи-lopulogiceskie ieoremțj kraeauh ^adai: teorii kcuceniju Lțatou perenwnnogo secenija Metod soiiranenijci abtasti i ni&rantnijh oblastcj, îav; AN SSSJK, scrija mat , Ш Я (19oo) — [2j Pro deiakl iearemi porionlannla kraitudh zadali krucenaiit prismaticii ih îierjnn? Ргікіасіпя Меішиіка, X> 4 (If|V>) — [3{ Pro odm luelod ruzoiazimnia zadac cginn prizmulicnih ațtrjn^ РгікЕасЬіа Uebaiiika, 2, 3 (1950) — [ l| ObobAterue teorii anuliti bestii h funtivti komptifasnogti реі^пепподО lzd -ѵо Univ, Kjev, 1965 PObsfcu^ N 1—HI mcWy b prîÂ’/ntfjjuj нкг^тДй'Гг, DbkL AN SSSB, 143, ' (1962) -■ £21 Proektdtjntitje metodу rtâenija liiteiinjh zndtic (rozii mal), ijspehi Mai, Nauk- , IO, 2 (1BG3K p 179 Polva, G+ - [Ij З'Еігііфш/ rigldiiyt prind pal freqnencț}, electrostatic cnptu it i, tind si/nimdrizu iitm Qiiitt, Appl MaLh„ ii, 3 țlil-58) Polva, ns (Pune iKirialde complexe Heml Pak-niic}, 33 (1912) - цпе de fund io tis ddine uariabfe complect et sur certai nes bquations infe-grales Н('ш1Р Ракпцс^ 35 (1913), Popov, ]§L p, -■ [1J AfJkîc/fijyc ссігіпЙ Miki tonki/i xter^nej Gosidiizciai, Moscova^ 1948, 1’di‘ov G Ia — |1] Ob оіішцп spuxtibe rtâcnijii osesimmdritnyh k&nlaktm/h zadeti- teorii uprngosli, Ptikii Mat, Mch , 25, 7 (1961) - Kantafcinaja sadaca teorii uprugusti pri ntilUii ктпдипп] ntdtndi копіи!:!a Fî'fkL Mat Meii , 2(fȚ J (3962) Popqv, G іа , НоатоѵсЕѴэ N Л — [IJ Rntdafdntjr ( чтеНаппі/е) zadaci teorii itpniffosti Trticly 2 sjezeia pd mEhanikc, voi 3* Jzd-vo Naqka, Moscova, 1966 r'CJHUSKY, ÎL - L1J A’^ressfa and defleclions of rytiiidiical bodies in coiduct toilh аррИсаа^ о !o ciintact of genrs ftnd of (осптаНое udieels Jcuirii- AppL Mech , 17, £ (19 V1) — J2[ Siress fidds tif (KV iitliy fiijnuueiric shafts in tartan and relnled fields, Proc, Syfnp Appl Ma£âT, 3 (1Й50) PobisT^v, ГІ , Іілкнчітн C, EL -■■ jl] Un the torsion problem, l'mt HI țJ S Nat, Con^r, Appl Merii , Pergamcm PrrF>st 19Л8 J1 ujțjTSKY, II , Jkfuîaiuj, 1A I1 — 1П и/ ckî țb'c from Ofiiisfii: cnrpj^, Jourîk AppL Mceii , 20, 3(1953), 1 'ялсі ет VA — Щ ThCtheorg tif ріи ч/icilf/: tJ suroey of recent achieoeinv nts , Th-ou, Just Medii E)ig t 160, й / (19-'j Einfiihrti n({ in die I\antiin Hiin?mechanik IjirkliiiLiscj- Verlag 1 961P PttAtjiiR, XV Hddge, Î’h К | I] Theortj uf ptiferlhj / dustie scAids, ,1 Wih-y Xcv York, Prager, XV , Symge, J I- [l]i Apptnj-dmatioi's in do slicily based tiu the etnicei ■ ( Of fund ion spcrcc Qnart Appl Mâth d J (1948) ГлдьчЭтіл L - [11 Zur loj-tiioîi eon prismaiixchen ^lubf:nr Pljys Zcc LscJ iriți, 4 (1903) — 121 Kine nene iJarsfdinng tîer Тогзія&зрап^адеп bei prisrautischen Siid/t\4 oun beiit'bitp-in Qîicesidinilt hihr cfcbvii oh ic 6 dentschțn Rialii Vcî'eiH 13 РпёОѴі еахе;, M — [lj Ojî spațial contad problem in ihc linear creep Itieurij Biiîl Malh Snc, Sei-MitC Phys НРЕЦ 6, 3 4 (1962) РшсойілЧѵ, J, ~ ikeimodynamique des phenombnes irreuer&iMcs Dunod, Parîs, 1917P PftiVALov, li l — (jranif'uye ivajdou tidnoznucnyh analiticeskîh fankcij Gosltlii£dai4 Mtis* cava, 1950 Ѵгѵ^гпге c tortjn /ллАог'/ fcomp^A'SfiOjp ре/чзгпсгглиди, Gosi&hiKdtfti Moscova, liXPl Рио к o po v, V К - ■ ] 11 / / stes nciijț iniii kri: i i pri zimd i ifesk ib sterzn ej X а i i с 1111 - i л Ь > г г г i hjLlti Efllifige Pălit ІЛ-ІН, $J (19591, (2] J'rimetunih: sitmiolicesbo^t mdodn иуи'Йк’іі weioncnij leorii pîU , Prikl Mat Mch,f 2Э, 5 (196,5) Ршюѵ, G E — [1| Eld 5, 1 (1964) Помлілн, В I - ]1] t{tmlai;tatij(i ^adafa o siatii uprațjth c( d’?n(rop, naprdaijajtiăctf kotfjryh tnirjîif prjaniolir'Onijie к rustici Izv O l’N, Meh VlasP1 2 (1902) |2! Nebutarije sltivai ptoskuj konlaldnuj nula ci Sin „ В tise est у пн p го t nost", 10, Moscova, 19fâ4 L, — [1| l'drcr al и pâini la ifte interior of a semi-infinite solid udth flxed boandttrip Jtnrrn -YppL Mcch , 22 4(1955), Hosioîfee d, B L , xMlkloxvitz, J — H'n/ 'c frunte in elastic roite and ptates Proc* iVtli hrPS Xnl Congh Appl Mech , PcrgBm^L l'rcs- N$w York, 1962 - ]2] TidusLic таре prupagtdimi in rodș uj (irbilrorjj cj’&ss-sccfinn , Joura AppE Mech 32? 2(1965) LSoslovcev, N A - [E| К re-icniju ptoskuj konlf iktauj zadaci Prikl* Mal Mch4 17, J (1953) - |2| Kumpteksiaje [uukcii nupcpăcnija u asesimmtdiiinoj buidaldnoj suduie teorii upra- gosți Prikl Viat Muln 17, J (1953) - Kuinptekfințje potencialg p iuttacc яЛппрс кгидішП a piane, j J rî ki Mat, Mc h,, 21, f (1957) — [ 31 Zttn mc ui l iju к r abate ,, Xtekotorrj с ко и fakti г г/е rentai, i teorii upriigusii i drobnue diffei-cnciroir:uiie'\ Prikl Mat Meii , 23, (1939) — ]t>| O nekulorifii resiiiijtih integral подо inavacnija teorii fi net nu de furmir itcmogu uxaoucinija, Prikl Mat ilJcli , £U, ! (196-li), - |7] A teorii иргидо -iti neudnorodiltij sreritj Frjkl; Mat Meh , șa;, 4(1964) fio¥, M — [1! Ai'cccinfque des milirux cnnlmtts et {tefurfnttbtes (іаиййег-ѴіНага, Paria, 1950 - (2] 7 Й -1 Sgș BlBLSOGll M’ÎE Hl’lMliftV, Z 2, ft| O perefcaițpfanii uprtigih tel pri pftxtojaitnom 1 ptrtfîirtin&m ktfrfficienic trrnija v toxliipijuh prost ranstuenn^j zadafi teorii ttpruijtnii Izv O i'N, Mi-h Mtdk, л (1960), lUtoiwii, 1) — (IJ Ei ne Ѵѵ гаіідгтсіиегипд des Prinztps oom Minimum der pairniielien Energie elosiischer KSrper Ingenkur Archiv, 27 (dhîtH Ein£ Veratlgeineineruiig des Prinzips wm Minimum âer polenltellen Energie хцц itiimcmâtmuter riasiixt'hrr Eontinua Ingvnfeuv Archiv, 29, 2(1960) Hvshkix, К H []\ Г^гсігіспі ппиіицие xululiuns ctarii&plasiiv larsiufi far sfaifts eutitairing structural dixtn ntiimities Jtium Mvch Pltys Solids 11*4(1903)* Кулйвѵт V L Ihiileiiit tiu uprugoe potiiprcstnmslvo Натра imejtEtrgu p piane formu palotff Prikl MeL Mch 20 - (1956)* ]2|A' raxcetn beskonefiiaj bulin, lelaitei Ha upru- yuc poluprosirutndiio Prikl Mat Meii , 20, 4 (10 50), - (J] К zadoie o daoicn ti na upntgoe pitluprostranstoo ttfampa s pMmi wi in* Prikl Mat Meh„ 2L 5 ( 1957) — 1( O davlenii na nprpyoe роіиргояітшгяіію Mumpu* imejuAUcf/o n jJirw fornm Мглн PrikL Mat* Meii , £9j / (1959) — O duplenii pod beakontfyioj ballcoj, lefaiitfyj na иргіхдое pohjprosfrrjnuiuo Prrkl* Mat Mch Sâ, j’ (1У59) RvziKt L M , GbabItbin, L, S — [1J ІАМсу integrolinE samm, rfodw i ргп&мфепЦ Go^tdiizdal, Moscova, МЭ51 Заглт-Ѵеллкт, В de ПІ Мгтоігс sur la torsion des prismcs, шю des considerați ana sur faur flexiatr, Шпі* preș, par div savanR ctrangi-rs а Г Acad des ScL, 14 (1855) — |2| ЛГ^ліоіге sur ta ftenon jps prrânux Jmiru Mqth* pures appl-, (2J, 1 (1856) — (3| Sw tine formule donnanl apprvximativement оютелГ de torsion С H* Ar ScL, 08 (187У), — Лелімлг o krtiitnii prizm, Mermiur ntt tzgibe priznu bEzmuli/dJiț, Moscova* 1961, SalganiKj R L - Ob acenke tisibki, xboeritennaj pri perehudt ut iocnpli tin^rmij teorii ирги- țiosti к uruvntnijttfn ріозкодо рарцаіещюдо MMiujttnijfk Prikl MaL AJrli , 2Я 4 (WG4), ȘaM^IT, N — |i] (J МГІЛГГ4JofcjrrJlЛЕ/У1 DHUfrtnftf/j JK^rurAll/t O dprtrfjGjrJ pt i/lIpFOJifrtrîfS^'e S ZrtAre-plennipni kr(ii(iinît Huli Malh Soc* Scl, Maih І-еійкцГ* Polit- In-ta, 3 (1941)* - |2| rrjiitrtinsloennife xadati learti upragosli, Sb „Mchmnka v SSSH za 30 lei'*, Go&tt-liizihtl, Moscova 1950- Sahkisjax» M S — (1| priznwlfBfsfcnyd adrrznjti duulaoranogo popertfrwgo seienija ’zv AN Arm SSR, f>t 7 (1956) Savin, G N ■ Ktinevntrueija naprjaîenij oktdo otoeratij Goțichizdnt,Moscova, 1951- — [2f Озлвад ploskuj horii nesinunctrii:iwj uprugosiL (curs lito) Itd-vo IJaiv* Kiev, 1965 8лѵгм+ G N , Еѵлггл', V L* — [1| Pro perenii 'ievunpj piti zoserKfljrfHtiii siluitf Prikladna Meha-iiikn, 10, 2 (10041* SiJlAEFFER, M, - |l] J)ic Sptiitniings[iini titin des ilrritiitiu'tisî&nalen КипіЬніит ч and des elas-tiscfien RHrper 4 ZA MM, 3S, M- ft (1₽53), Șctuffeh* M - [1| дрр/ігиГйшя of iuiHalwkd mrthtxE in tfic tfworg af cnnfbrmal пшрріпд Proc Syrnp Appl 8 (1858) Schile, R- D , Si(jiAKuu\Ki R L — HI Ari the Saini-Venaiit problem fur a non-htmiDgentous elastic material Quart AppL Matlr , 83, 1 (1965) ScitUMAN>iț AV Sur tat drffrtenț^l [uimet, du principe de B de Saint l'ejnto/ C R* Al-p Sd+h 23B (1954) (2j 77ігч>ге1Е чс/іе шігі ея|мі imtfifelle ил^гиісЛшідел dder tffls de Suini- Vmantsfhr Pr'ur ip, spezițU mit \ inutnuhințf auf die Plaiteniteoric, ПМсгШіоп, Techn J Jue lise Ei ulu ZiiJ-JvJi* ETH Pronia Nr* 84^6 (1955) Schwartz, L — ț Ц TMtn'if ift'K distributions Пегтапп* Parts 1957 ■■ [2J Uvfifudrs та/Мша-tîqueș potir Ies scienres phgsigucx țftrmamh Park, 1061 ScliwABț, AL J dc 11 ] (-ber das Vrrhulfen der 't'uixiunsfunktinn in der A'ij/jc Onn rmsprut-grnden Eeken nuisxiner tind tiofiler StUbe CLdeFirich* Ingenieur-Arvldv, 7, J (1953) Skuo\\ ! — p| t)b (‘SntumyhprÎJKipah mdtanifi sțdtdinoj Sredff^ țd-vo Unlv, Ми sen va, 1961 — 11] 1 uedrnir n mtlttrnilu spAiirnj smZi/, l^lzmalgiz Moscova* І962 SrroiJH A — (11 'ihrurir tjrr Gificrfehisteiien Handblich d, Physik, (2)* 7, partta 1* Springer» Ber iu, 1955 Si EWAbD F - {J| Dic Spfmn&ngen urni J-'игни'іndernii(jm tron Eatken mit reihleckigeSl Quer-seimitL Alihniid!, aus dem Aerudyn InsL un tleir lechn Hoctachnle, Anchen, 7 (1929), BIBLIOGRAFI H SOI? Si- нлх, W - jl] tf&erdrr 7?^fTcffrzNflrtfntinj bcf AWfcfurgen Mulh Aun , 104 (1D31) SiJiKtiRiosiiiOVA, LI HI /'ru zgin puroirtftlih slfiiitio Priklyihin Mdumika, H, 3 (1960) Si ііізгі т п ѵ, M, !■', | i| Oprugoț remnoneșie гІІірНгспкодо fadca, Prikl Mat Ml-Il , 17, I (1953) Si hjaiiltJF v, M P P] i i и, H L — ]1] A pontrueitijii uliiincniufi teorii pfasffrr IdL Zurlia ■£ i шед ?>L'jotAS+ D L— jl| tolnoj -adace teorii (ipruguslL lîckl AN SSSB* 27 11040) - J’2| К refr- nijti ploskuj StatH exkaj -udați teorii UprttQOSti pri sudufimjh nu granice Hmrstcnijah Dokt AN SSSFL 37 9(19111) |3[ К reArnijit ploskaj xtafileskoj zadar i teorii upragusli pri ^aduitnyh intrAaih sitah DokL AN SSSH* 28 J (1940) — |4| Smrkannaja tadaca stati-^елко) teorii pprng iști dtja plosiâh mtiOfftixfonztiiflt obtestej, DokL AN SSSK ’-rt, 1 (1910), -131 ProstranirtrKnruija 'ilahr^kaju zadtiva Irurir s zatfaftm/ml sniestienijami ud ’/ramt-e Prikl Mal M«dk, 7, ■> (1943) ■■ ЗДцирлрс pfoskîe i fomhiktui/e [хтеытнуе) zadfâî sialtâeskfi} teorii upruf/asti „МНнлькл s SSSR za 30 tel '*, Gustclii/dat, Moscova, 1950, — [7| /Jru rjc/Z/f metod rozwi&tcmniti deltikih tudftâ krinxnnia, zginn i ploskof teorii pruzruisti dija ntwdiwndaziuțk Qbiastfj Ггікісіііііа Mrhauika 4 4 Ц9Гі7) |8| Л/сфй in* trțirttlnijh ittuuneflij r phșkih i prMlranshwitmțll Ztlda&ch teorii llpntffO ili Tl'Ufly VsesoiuZ’ iiugo sjtzd:i po nichitiiiki' Akadi'titknlgii, Moscova, 1902- ■- Kruftm'c i izgib polyh pi-ixmfdiiexkih Л7 IzU-vo Nauka* Мимиѵл, sub Враг, SmiHlw, J — The deriuation of slress-df formal hm relatiarw fora Stokesian fluid Joura, Molii Mccb , 8 i (1959), Slih, 11, R — 11| Same recent иррііеаііипя uf the ihearg uf finite, elastic de format iotn Proc SymjL Appl, Maik, 3 (1950), Siui'j n, R T Dhim Kt г П C — llj The uppticativn of fimit anahpia tu piuidi-iudentation prxT blcrns Journ, AppL MacIl, 20 3 0953) SiiiNnntNJ, A j 11 ^гггл7/лт' di rltmiicild поп ііш-(ігІ7 піч iJ sftnih'nearizzttla^ Ri ud Mat ^ppHc » 13, 1 ^ H959)k [ÎJ Quesiîon/ di claalicitâ mm tineurizzulu Ih'inL Mul c applfc ; 10 1- 2 ІЙ9(Ю), ț3] ЦиефвІсШ dt etaslicită шт Итчп t^r ata Cremonesc, Поник 1&Й0, Йін иілк E A - |1[ U krnrtniii krtsgl&gfy bruna n (reAcsutri pu dmje Okndnosli iii po radiunn Piild Mal Moh , 30* J, (l')56), — [2| Кгпёоте кгпдіодо bruxa i; duumjti rt/rezomi Prikl, Mat, Mch , ±i, J (1958) SiJjnnnJATiSKM* M, G - |l| tibAiie [пгту re&nij tînmnrnij uprng&sti dtju odn ^njtiziiyh i nmugo^ spjatnyh oblasteji Dijhrirnnye retez qaFnvmiitxkit' funkciî Prikl Mal, Meii-, 18,1 {1954) — [2{ОЛШгг/ tduijecslifij ifutatr teorii uprugosti^ Trudy Miuk, EniTg, In-ta, 32 (1959), |1| t 'ifkolonjh опчюк dlpt napi isiivnij v znduetih horii UprUfjusti Midia- ліка, 1 (1965), Smihmiv, V 1 - HI f die Ităfiticrzuardntmțf bei imiifonner Abbildttiup MnHi Лніі т 107(1983) [5) JViirs matrniniiki Gostvhizikit, Moscova, 1951 S^iiiij J O GhaNu KvMn I rN — [1[ ttingt'nlinl astd nurnrnl iuttds tm ân elastic solid mith afițdirirtiun tu лоте ccntari зігевд ргиЫпт JoniTL Appk M&rh t 30, 2 (1953) SNlr,P№Hf; I N H| i''to,ru,r irtilisforms МгНіги\ѵ llill, New Yiirk, 1951« |2| ігипсІіиіі аІ ana- Iijsis, FhndbiH 0 d j'hysik (Я)* 3 Sprinter, ileiliii, 1955, —]3| Drtnlfquaffons tneiash'etf^ Applfc, thcoQ иГ ГіііісііоііЕі in continuu tu rațclimiies, voi 1, Nauka, Moscova* 1965 -Thr rekitron Mmreis luat! and penetrntiM\ in the atspsymmdric Botlnsint^ problem for a pmich uf urtiilrarți profite IntemaL fotirtL Engng, Sci 3 f (1965) S-st іиюя, L N,, Brunv Ij, S |1| The clussirtd theorț/of etaslicitg, J LiiiHIjuHi it Physik, (2), 8, Spdnger, Brîliri 1958 Sgiaoj i v, S L ~ |1] Ahjurifm îsvaren и tcorii upriujusli Dokl AN SSSH, 1Ц, ti (hKiil) —12| ftirge primessi-iiiju l'titikvuistfjliwjo tmuli-u и imih imsfiirskoj fizike l/ cl yo l ’niv іл-іііп^'іні, 1050 — t:rfsoneihju nmfo ntatieenksij l'ixil -ir Goetchizdat* Moscova* 1054 SnKoi MKOFF, i S [If Olt a sultiiion of Laplacos aquation udtfi cui oppiiciditm la the torsiun problem for a pulgyon udth reeriirutd artfiles^ 'L'iniis Amer Math Suc , 33 (1931) — |2J 'The mathemalicrtf throrg of elasticilij McGniw НШ+ New York, 1956 Snkt]i 4iKOFFT 1, S T Shtkoi sikoh-, E S -[![ Tursion of regions butituled by Orciilur are* BulL Amer АЫЬ Soc,, M (1933) Soijamk-Kkuka К, V — J1J Krncenie valon perrntrnnugo nrienija, Losh hizduL Moscova, 1949, ■ (2| fAinkcii nuprjfirTtiija oscsimmctrifnuj culaci teorii uprugasit^ Prikl Mal McK, 2i 2 (1957) |3] Ufirnytw raunvwttie tel ггилсепіуа Іпй Sbornik> 20 (1958) 810 BIBLIOGRAFIE Solomox, L - 111 Funcții-polenltcl de deplasare pentru cctifițiite echilibrului elastic Bul șt Acad R P R , 9, 2 (1957), — FitncliGpolenfîal de drphjsurp penlru rfimliile dinamice ale iui Lfljjtf Genuni ей г iii? Acad R P B , ÎL 10 (1958) - Tensorttl lui Greiifi pentru cciudiite lui Lame Analele Univ Bucuieții, 25 (1960) — |5) фаей/гіи ren j ari? u fa sur te probleme du cmdacl бірхінрнр C, Rr Ac Sci , BSO (j%0) ■ -]M Nekotarjie zamc^onija pa pmwdu zadeui Cerca Izx\ 0TNr Meh Mas , 5 (19(5(1) — |7J Despre gradul de cirbilrtir în deiermtiiacea funcțiilor lui Papliovir i Comunicfirile Acad, R* P R,T И, 9 (1961), - Jn îejâturd eu problema lui Suini-Venuat (1 -IV) jCamunieâriJ^ Acad RPB 11, 7 ți jj (1961); ÎS, / (Efl62), ■ Despre stabilirea fnnnulelor Iui Kolosou-Mushctișniti, Analele Vniv Bannre^Li, 40 ( 1963) — (111 t-'/из su(u(iun approchee du probleme du poirupm ă buse plane burnec ecm-і>ш lum-clliplique C R, До Sci,, 258 (1964) — Ftadicite Нпёаііх MftSSon, Paris, BHiSL StiEtoMONj L-, Dn5c-inOESRVT Г) jl| Asupra utilizării transfarmârilnr mufarmc in ргоЪІецт plană a elasticității penlrtt dumeriți dublii conexe St Cerc di forza per mezzu di farze rltisiiclir Hetni И isL Lombai‘do di Sci, cl (2), 2^ £0 (iflOO) — |5| StH pj-fnctjn'e г/снг i(, ? (J902), SQMîtfEttFEj^ Л - HI Meciianlk drr deformierbarcu i^ledicn Geest u Pwtig, Leijizig, 1949 — [2j Thermodpnumifc uitd Statis;fiP? AVicsbydun, 1952 Socsp E — ji| Desper probbma ini Suint-Venunț in eosuî atiEfî лшкти?? unizolrojo іійото0сйі Analele L'niv, BucurețU, 40 (1963) SuhoKa, W \V ■ ■ [1J Sînmlatiun in sciencc and iechtifdcgip AppL Mecli Rcv,, 13, 9 (1960), Sm;rnwele , R V — jl| ил Са$11р1йто'$ іпе пгет of leutd murk aud the principie Of Suint-Vcnanl Plill Alsig , 45 (1 923) — ]2| (ІпйігркУіло’л principie of minimum straiti-citercpp Proc R6jÂ Știr? Londoti, L Ș-j AKtiuin I — |1] j7jc Cam-hp relaiitins in a mutccutar theory of cîa diethj f cluslirltp Aich Rat, Mech, Л паІІ, 6, 1 ( 1060) '■ t)n sume icrc-id deuclupmenis in thr linear theurți of clasticitij Structural niccMiiirjll-s+ Fer,yaninn Press, 1 OOP STERNiii’î’o , E- Аі -Кноиаіе S — [lj On Green's fimclicns and Sui nl Vcnan&s principie in the linear Ihfvry uf elastic ii у Aieb Ral Mceh Ain il , 15 2 îiafM) BIBLIOGRAFIE 811 Sternberg, E s Eubanks, R A, — |1] On the singiiluritij ut a căncentraled toad applied to a curved sur face Proc Jind U, S Nai Congr Appl, Mcch * Perganion Press, 1954 — )2] On the concepi o/ concentratei/ lotids and un extensivii uf Ihe uniqucness theorem in ihe linear theory of etasticity* Journ Rat Mech* AnaL* 4* 1 (1955), Sternmerg, E , Gurtin, M E, — Ou іЛе cwnpfefeness of certa in stres s fundions in the linear theory of elasticity Ргос IV U S Nat Congr Appl Mech Pcrgamon Press, 1962 Sternberg, E 3 Rosenthal* F, — 11] The e/a s'tte sphere rnicter co/icentrated ținute Journ AppL Mech*+ 19, i (1952) Stevenson, A C Some boundanj probleme in іию-dimp nsional elaslicitțp PhiL Mag (7), 34 (1943) — Complex pafaitials in tino-dimensional elusticity (I, II) Proc, Roy Soc London, (А), 184 (1945) Stoilov, S, (voi 2 — în colab cu Andreian-Cazace, C*) — Teoria funcțiilor rfe o oarmluM comptexA Edil tehnic A și Edit Academiei, București* 1954—1958 Suitih, L 1 — 11] A" opre/A/rnîju optimcdnuj formțj pjoelolnoJ m/tocki pri krucenii ualou Izv OTN, Muh, Mas , 2 ( 1963) Suvpeb, Tf — Photfje/ustieitc! rt npjsirh>/7?etrir, Publ Set Techn Min (ІеГАІг, [UB, Paris, 1937 SuAE\Crj-j{, K — Analysis uf deformufiun Voi 4 : IVooes anrf in'frrutiun, Chapman and Hali, London, 1959 Syngk, J, L — (15 The- hypercirete in mathematical phijsics Cambridge* New York, 1957 •Synuk, J L , Cahill, W F — [Ц 77it lorsionofu iiolloiu square Quart Appl Math t 15, 3 (1957) Takano, H — jl] Ana/izfl, prin intermediu/ unui concentrator de rrzteten/e, a cazului contactului triunghiular (Jb japoneză) Lucrările congresului IV al Uniunii electrotehnice din Japonia Tang Lt-Min, Sun I Iw-xn-Cjiun—|1] ГЛгее-cfimenstonut elastictty prohtems solued by complex rariable melhod Sc icnit а Siirica 12, IZ (1963) Tami, T , Takano, R , Miki, Л - G’tms/rreteon resistance of electricul contacte Rcview electric, conim* lab * Tokyo, 1G, 7— s (1968) Taxi мою O — [1J The soțniton uflhe gencralizcd Butissinesq-proldem for elastic founiialionx Proc \ Jupan Nat CuJigr Appl Mecli , 1955 Tedone, O — Stiggia di una teoria generate delte egita^ioni deilteiju iii brio elastica per un corpa isotropo Alin, di Mal, pura ajjpL, (3), 8(1903) — Аіідете ігіс Theoreme der matheina-tischen Eiasti-itiitstehre (Integrationslheoriep Encykl Malh Wiss , 4, partea 4, Tcubncv, l eipzig, 1907- 1914 Tijjone, O , Tjupe, A - [1| SpezA/ie Ausfu/wunyen zur Slati k ekisti srher Korpcr Eucykl Malli Wiss , partea 1, Teubnrr, l eipzig, 1907 — 1914 Tei eman S [I[ jl/etodn proiecfict ortogunate și primele douâ probleme la (rrniiu din teoria elasticității Btd ?t Acad RPR, 7, 1 (1955) Teoijl'bkscu, N — /,« Ь^гіиёе ar&daire București, 1936 J'EOLioRj^tur, Olarii, V — |1] TcuaiiUe fizicii matematice, (Curs lilo) Ed didactica și pedagogică, București, 1963— 1965, I EtîDGREseu, l , P — (1| Sur te prol'fr mi’ du paraiteUpip&de clastique, Arclihvum Mcch, Stas , 12, 3 —1> (1960), [2f t’rohtcmff phme în teoria elasticității Voi 1 Edil Academiei, București, 1961 -J3| One /umdrerf yectrs af in the ркшс j trubh'jn of the fheory uf ehfslteity Appl Mcch Rev , 17, 3 (1964) — (4| ProWcmff ptone fii tcorm etaslieiftițu, \cu 2 Edil Academiei, București* 1966 — | 5] JVubfeme-spa/ia/r/n teoria eitistieitâlii Edil Academiei, București, sub tipar* b cst ;rj:-;iL\ (L [ 11 Zîerotrwef? problemei plane a teoriei ciasfititd/ii in cazul tiuar furte masicc oarecare, St Cerc Mec, Ap! , 13, 6 (1962)* '■Tuljțis, !h, — []| Mt,jrc ffinges : a pumerfut încasărinp dcinc e, Appl Mcch Неѵ,* 15, 5 (1962) ! п-ті x, R, [|| in im-esliguUun uf the transoerse dîsptueemrnl rqnation uf elastic plates theorip The Qiuii'L Icnim MecK Appl Mat-li , H, I (1961), hiiONov, A N , Sașuausnu, A A [î| /Tvu/utun/a mu/rmaiices^o/ /iiiiri Gostehizdat, Moscova, 1953 TtMosiîENKO, S !' jij (M/h-z/ed papers McGraw-Ilîll, New York, 1953 History uf slrrmglh uf materiate McGiaw-HilI, New York, 1953 1 imoshjla u, s, i-' , Gehe, J -M [IJ 7’Леогу (>/ elasUc stabilitg, McGraw-Hill, New York, 1961* libîOSHENKO* S 1' Goi,Lner, J N |i] Тігсогу of elfrs/ieiiy McGraw-HîlL New York, 1951, ImosnENKO, S P- Vt'euNOWsKi-KniEtiki;, S — 11 j 7'Леогу ofptales and shelte McGraw-liiU, New York, 1959 812 bibliografie Ттки, G A []] Krttftmie polog# sierinja, ograniceiutogo krylouyml profiljunii tfnkovskoqo^ izv OTN, Meh, MAâ-i 2 fl£»îi9) Todhumer, 1 , Релцбом, К, — [ I ] A histury of the iheory of elasticii у tind of the sirenglh uf malerials from Gaiiled fo the preseili lime Cambridge, ItiiSG 1893, TowKtfftNiKov, L A — |1] Konecnye piusiiie deformacii пезіітастодо nuderinia, Prikl Mat Mch , 23, J puprreftujm șecerțicrn 9 vide Elipsa s injtoi'kop Jzv OTN, Mch Mas , 1 (1961) T&roLJANSKLJj D B — | И O primenenii e ffcldit>nyh meltuioo konfoțTrulocpj (itobruzcnija к rc&nlju adnoj zadari ob iz 2 (1964) — |3J JiairibѴегнтпГл principie A^ch GaL Mech Anal , țS, I (1905), Trefftz, E* — t/iwr die Torsian prismatîscher Sidbe van polygonaiem QuerschniU Math Arin , 82 (1921) ■ i-ber die WirkiJtyț ciner Abrundung auf dic Torsionxsptnirnmgrn in der ismeren Eckt! cinex Wiidndciscns ZAMM, 2(1922) — Mcdhernutist'ht: Elastizifăfțtîi^arie liaiidhurii d Рііуыік, (1), ăpringcrT Berlin 1 928 — [4j Cber den Schtduniiielpunki iu cinem dnreli eine Eiiizellast gebtujencii Haikrn, ZA M M, 15 (J 935) TitUESDELL, Ci A — /лийгісгп/ and complete, slress furudions far general twifnrun Arch Rat Mcch Anal , 4f I (1959) — General and exact Ihcary of jouitt'5 in finite and chisiic mlrtiin, Arch, Rat Mecli AnaLt 8, 4 (1%1) — |iij Elapy m-vitija pcmjatijti naprjazenijar SLl „Probtemy mehaniki sreiiy", Akadejniniga^ ЧоьефѴэ^ 1961 — ] 7] lieaciîonn t)f the hiAtorij of mt:chnnics uyan modem rcacarchr Proc fVlh 1 S Nat Gtfrtgr, Appl 5keh Pergarfoțm Piesis, 1962 }S| TTte meunintj of HettTs reciprocul theorem MathenmticR a Malh Physk s (seci B, hnirn Res, Nat Bur Slamlai-сік), 87 Bs S (1963) True&dej i , A , Noll W — Jl| rl he nan-linv ar field theuries of mechanies ІІазпіЬікІі d Physikk (2), 3, partea 3, Springrr, Berlin^ 1965 Thcessjej l, G A T ȚbUMK, R A - The сіи чяіепі field tiu’arics, Handliițich d Physî^j (2), 3, partea 1, Speinger, Вегігл, 1960, — Stuiic groujidn for lîiequtiliițțs in finite străin uf elastic rnaterials, Arch Вай Mech Anal , 12, 1 (1963); ІВ, a (1965), p, 407 "l'su Тдо Loq — [IJ Effecl of curvature an ihe Hertz theory for Imu circular cijfintlcrx in cunlacl-Jq»th AppL Mecli , 25, 2 (1958) І гыanij, Jei S — Kuidaktfiuju zadafa teorii ар/гидацЦ tllja кгидыюдо o plane Шатра, pri nativii sceplenija Prikl Ma( Meii , 20, 5 (1956), — Pcrrnjp1 іпіедгаіпір: firauncnfjn p teorii uprugosti 2 Vsesoiuznyi sjezd po mehanike, Апн o tarii dokladov, Mosc-uva, 19ti4 UgodCiktjv, A, G ■- |1| Ftozrahunnuk nu кпгсеппіа priznudil'njh iznfropnilt stcrjnip z oduozinazuim poperccnlni pererizotn, l'iikludna ^Ecdianilid, 2, 7 (1956), — [2j Л’гізсиппін porujnislih prizinatil-nih sterjniv, Prildadna MchantRa, 2, S (1956), Ustinov, Jn A [IJ /?as[’:cf nftpntiienij d Агиуоѵоп» iadee, Ir y GTN, Mth, Mas,, 1 (1964) UjiiSEvAf V 1 - 111 iTibfiieniuir uraoneniia dinamiki нргииоии slrrfnia кгидииоии paperecnoqo seeenija Jzv 0TNh Meii MaK , i (1963) Vahiwv, M, B — 11] 7 ai douh aosre dutuce nuyh sil, Prikl, Mai Meh , 13, 2 (1919) Ѵліхеекь, D V,s Six iavsKi i A L — (!) Mctody сіШеппоуи analiza o teorii иргпуиШІ Trtidy 2 Sjezâ ă po jnri’anike V«L 3, Naukîi, Moscova, 1966 VakuîJlXKO, A A — O svjozjuh nntdn nupejatenifami i deformărijuna у mmprugih srcdafn Sb ,,IbifiledovHiiija pc> upiugosLi i piitstiriiusti", Izd%Q Univ 1 eningruik ? (1961), VÂLcnvici, V , Bălan, S-г , VoiSnjA, R Vcctrnicw teul-еіісй Eciit [elinică, București^ 1963 BI13L1OG KAFIE Я13 V^Linox» G — HI TMorif! rlrs fandions Mimulh Paris, 1955, [î| Eșuați 0П9 fund ion- ii flles Massoti, Piirîfc, 1950 Ѵаі,і кі- -]\іь-які!Ч, Gh tk- Іи — |i| Дебете J x — Appl Mech , 31 £ (Ittlil) Visau ri ite tensiune ln teoria piticilor curbe lidil Academiei, București, 1967 VlaSQV, В F, ІЦ Г)Л firav i'iiijuit Ікгіі Lzglba planltnok* Izv OTN J? (1957) Vlascjv, \\ V - ; >| M ’W naătlnțjh funkcij v fisesifrimdri^nfij zadate teorii nprugosti, i;țv OTN, Meii Mafi , £ (1WJ, VUasOV, v Z [l| >'i'tn>n^ftijii пегигггр’л^і dcfrrmucii i> kriwrtirteinț/lt kuurdiuniahr Prikl Mat, Ur!i Hh / ■! IU I Li [2| FâJi^sfennyr țipr'i^r sorini i s ullcrijhjni prp- fitrm (Aurxij Iu S J\ Тілгб5Ёкк va, І946 ) [3| (Шггѵ^ teorie оіюіисек la^tehlzdat Moscova 19-151, 14| Melad ла- • 'ttînșjfi fankeij & ?utbti:fih teorii upruffotiL htv- OTN 7 , d, Wîss :Jit ddi d/jti rriefiijtt kraevtjh zmiai l'izuaUgiz, Moscova, J 960, У O1 -J і:] лл V - |1| Хиг ГгуціНЬге des corps t-ffisti^un mnlliplmiritl ctMMxen; Анп ScL Ecole Norm Sap , (3), $5 (1H07) Ѵо^тііляа V f Vnui Ejut,- , IC |1] Sur Ies fiish//-sitn> 4 drs curps dasliqifrs Meni Sri Malh^ fasC 147, (jLjialikbi'-\‘i Ног- , l'aris, 1960, Vobo vi и, 1 i ■ 1; A' r Jo tk' 'ifr zarjte i-an ijtt ! ' ■/ ■; f f ■ /f î Л ika ,, f > 'j п :е n к с n i’ i !-kf „ ” Prikl Mâl Meh , a» / (1965), VakNCEAKU, G - [1| a, 5 J (1053), |2] L note r>n itu- cundition of compalibilily Journ Malli Phy$ , 36, J (195-S) x\rasiu'itnski, 2,, Нилми A, [ Ц TAe presenl stule of icnoudedge ln the field uf uptimiim design 9f sb-ti durr -i лррі b :- f iadst Quarl Appl, Mulh , 3, 1 (1947) Pl (>л crqcfo antfrftaiuctJfr'ons ir нш^г /игяЁил QuarL Appl Malh, IOT І Ц' )Г>2) pj Vciv mcf/iot/s for ihr tslinittliwi uf the tursiuriul rlgidittp Ріюе+ S\itip, AppL MiiIIl, a (1053), WiJiMJjZ, W — [ î| Fridiwiai Hertz iun runbirl r^7/r Curubined roti and huisl, 1 tutUii - ; Curii HCt phc-iitnrunn, Nortli llollaml, 1963 X\ i vi, II |1| DflS uspmpfolteefte ѴггігНплдоргм/* tfer Е/^пзс/штрипреп eines ЬсІІгЬіц / iitrge elastic deformcdțțons in lețms tif the ^feornelry af Ihț tindeformed body AiThiwnrtt Mi-l-іі Stos T 14, ti (1902) ZeKntti ^, V N Hostovcev N Ă [l| AP iffndrTit't4^-oj ktintuklrwj zatlaie s!(icif)iun-iiyh krde-banij liprugtogb рйіиргоаігпнаіікп Prikl Mat, McJi , «я з (1Ѳ65) Zamaknkt, M - Jnirodurtivti â fulg^brr ci ^analyse madona- Dunod Paris 1058, ZAMi'iKi-;M;ra L - jl| Ltî distribution d'egttilibrr sur un cllipsoîde â n dimenaiotu Неѵии Bnuni M»lh purei, appl , Э J (19G4), ZAMAHhtfl, O — Щ Bimoslmrrane t^nerete def principia di de SaitiL \ enant Rciul Lhicei, (G) 35 (1937), Z5i'AM>wii:z» W — jîj Torsîun uf prisinuiicid twrstffн‘fular puiijijunal Aț4?liiwU]ii Mcch Si^s 11, J (1959) Zi:m:up C , Ki Ti x Slj, Artman B-, Тіюичіж D t’Гак міаяі, S,, Novik, A — [lj l'prugost i neuprtjgu^t metatlau Izd-vg ItwUr I4L Мявй&ѵат 1954 Zer- іи i- ii II Onlhe tonccpl of elastic лінЬШІц Advancrs hi appl moch VoL -I McGraw-HilI, Krw York, 1950 — [2{ Хитг еліггніііги prifltiplts in irreneisible Ihrrimdtjnamic rriltl apjiticalion to coniiruitint mtehtutive Progniss In solid mrcliatiics Vol ^North FfolkuuL Amsterdam, 1963 ZYGMUNli, A - [£) TryguntiDielrif series CmnbTidge 19fi9 Z v*ic ir ’aкічт+ N V Vohujw/i! prublrinff intru iiprttgasti spitâtioj smlțp \h hfHiikn, 1(1965) ч 1 • IU 4>(/лііаЬт imita und nonientlfitiirr in plujxies, іпіѵгиаіісиші Union ut pvro and nppj phy$fc,% 1961 T * , “IU Tcrniiiifdrjgîjtj ieurii uprugosfi, isfiiftanij i nu'hanicesiJh svaiSio nudrrltitbV i airtiitcliv ij Hidtaitlki, Akademizdab Moscox'u, VJ52 Uitn de tipar 30 VIII 1&G9, Htriie scris I A?OX 100 de no y/m* Coli tipar si G Zr pentru Bibfyțeclle inyri și miei 53^ ?? 517 inIrcprmckrtia ГоіЕ^гпйсЙ „INFORJAȚIAF' Comanda nr â29 Uneureșli str Brezuianii Nr 23—25 Riipu]tjica Socîails'ta Rcmăiua ■ —îU к